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Vorrede. 



Am Schlüsse der Vorrede zu meinem »Systeme der analytischen Geome- 
trie« habe ich die Verpflichtung übernommen, der Darstellung der allgemeinen 
Gesetze 5 welchen die algebraischen Curven überhaupt unterworfen sind 5 eine 
besondere Schrift zu widmen. Indem ich dieser Verpflichtung hiermit nach- 
komme, liegt der Cydus meiner Arbeiten im Gebiete der analytischen Geome- 
trie vollständig Tor. 

Von den beiden Haupt -Abschnitten 5 in welche die vorliegende Schrift 
zerfällt, beschäftigt sich der erste mit der Theorie der unendlichen 
Zweige. Die neue Art der Behandlung gestattet uns diesen Gegenstand weit 
über diejenigen Gränzen, welche den bisherigen Methoden zugänglich waren, 
auszudehnen und ihn, in gewissem Sinne, zu erschöpfen. Um das eben Aus* 
gesprochene zu bestätigen, möge, beispielsweise, die Unterscheidung der Curven 
vierter Ordnung, nach der Natur ihrer unendlichen Zweige, als Anhaltpunct dienen. 
Es sind neunzig Jahre her, dass Eul er, dieser, nicht hoch genug zu feiernde, Geo- 
meter, seine Aufzählung der verschiedenen möglichen Fälle niederschrieb, die un- 
verändert, bis auf die neueste Zeit, in alle Ausgaben und Uebersetzungen seiner 
»Introductio« übergegangen ist. Ich habe meinerseits im T. Paragraphen des ersten 
Abschnittes eine Eintheilung der Curven vierter Ordnung nach der Art ihrer 
unendlichen Zweige gegeben und in den beigeftigten Noten diejenigen Resultate, 
zu denen ich gelangt bin, mit den Euler'schen zusammengestellt. Ein Blick 
auf diese Noten weiset eine Reihe von Unrichtigkeiten nach^ deren grosse An- 
zahl uns befremden müsste,Avenn wir nicht einwögen, dass Eul er, ohne den 
abstracten Gedanken durch irgend eine Anschauung zu unterstützen, nach Ana- 
logieen schliesst und dass man solchen Schlüssen nirgendwo mehr misstrauen 
muss , als gerade in Untersuchungen der fraglichen Art Der Keim des Irrthüm- 
lichen liegt schon in der Aufzählung der Curven dritter Ordnung, stellt sich 
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uns hier indess mehr als blosse UogeDauigkeit dar*)} halte Euler die Aufzäh- 
lung der Curven fünfler Ordnung auf gleiche Weise ausgeführt, so hätte das 
Unrichtige und Ungenaue das Richtige weit übenvogen. Von der Möglichkeit 
der aufgezählten Fälle hat sich Euler meistens nicht überzeugt; er hätte es auf 
seinem Wege, Avenn überhaupt, doch wenigstens nicht ohne die grösste Weitläu- 
ijgkeit, vermocht. Unsere Methode erlaubt uns, ohne allen Anstand, ftir jeden 
besondern Fall die entsprechende allgemeine Gleichung hinzuschreiben, so dass 
zugleich in der Form dieser Gleichung die Natur der verschiedenen unend- 
lichen Zweige der Curve, unmittelbar und vollständig, ausgedrückt liegt. Bei 
der systematischen Zusammenstellung der verschiedenen Fälle ist es eine 
abstracte Zahl, die uns leitet und controlirt; wir brauchen bloss zu zäh- 
len, wie viele Constanten in unsern Gleichungen vorkommen. 
Für die Unterscheidung der Curven fünfter Ordnung, nach der Natur ihrer unendli- 
chen Zweige, finden sich alle Elemente vor 3 diese zu einer vollständigen Aufzählung 
der verschiedenen Arten zu vereinigen, schien mir überflüssig, weil die Curven die- 
ser Ordnung im Ganzen noch zu weit ausser dem Bereiche unserer Anscjiauung 
liegen. Ich habe, um alle Schwierigkeiten einer allgemeinen Discussion zu he- 
ben, oft Curven von höherer Ordnung betrachten müssen. Während auf diese 
Weise das Feld der Untersuchungen sich durch das Ansteigen der Ordnung er- 
weitert hat, erhalten andrerseits, bei Curven der niedern Ordnungen speciellere 
Untersuchimgen ein erhöhtes Interesse. In dieser Rücksicht haben wir, in dem 
Falle der Curven dritter Ordnung , nicht nur das , was auf die blosse asympto- 
tische Berührung, sondern auch Alles dasjenige, was die Osculation der unend- 
lichen Zweige solcher Curven mit Curven der zweiten und selbst mit andern 
Curven der dritten Ordnung betrifft, vollständig behandelt. Hier sind wir nament- 
lich zu der linearen Construction desjenigen neunten Punctes gelangt, in welchem, 

* 

nach einem merkwürdigen Satze, eine gegebene Curve der dritten Ordnung von 
allen andern Curven dieser Ordnung, welche durch acht, auf dem Umfange der 
g^ebenen willkührlich angenommenen, Puncte gehen, geschnitten Avird: eine 
Construction, die auch dann noch ihre Geltung behält, wenn die fraglichen acht 
Puncte alle oder zum Theil zusanmienfallen^ oder auf einem oder auf mehreren 
Zweigen der gegebenen Curve unendlich weit liegen. In den Gleichungen der 
Curven der vierten Ordnung, denen ich überhaupt eine besondere Vorliebe ge- 
schenkt habe, weil wir sie eben noch mit unserer Anschauung erreichen kön- 
nen, habe ich, um den Lauf der unendlichen Zweige so genau als möglich 
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darzustellen 9 nicht bloss flinfpunctig oscnlirende Kegelschnitte, sondern auch 
achtpunetig osculirende Curren der dritten Ordnung in Evidenz gebradit. 

Die Theorie der singulären Punete bildet den Gegenstand des zwei* 
ten Abschnittes. Hier bin ich Ton der Grund - Ansicht ausgegangen, dass, 
wenn wir diese Theorie an die Discussion des wahren Werthes des gewöhnli- 
chen Differential - Coefiicienten , welcher , auf einen solchen Punct bezogen, 
unter der Form g erscheint, anknüpfen, wir noth wendiger Weise zu dem Re- 
sultate gelangen, dass, zur Erforschung der Art des singulären Punctes, der Lauf 
der Curven-Zweige in der Nachbarschaft desselben discutirt werden muss j wäh- 
rend aus der Betrachtung der beiden partiellen Differential-Coefficienten, deren 
Quotient der oben erwähnte gewöhnliche Differential-Coefficient ist, die Natur 
des singulären Punctes sich unmittelbar erkennen und analytisch bestimmen 
lässt. Dieses neue Princip für die Discussion der singulären Punete, das von 
dem gewöhnlichen ganz verschieden ist, schliesst sich enge an unsere übrigen 
Betrachtungsweisen an, wonach wir in der Gleichung der Curve einen singulä^ 
ren Punct, von welcher Art dieser auch sein mag, und auch mehrere solche 
Punete zugleich, in Evidenz bringen können. Aus der Form einer solchen Glei- 
chung tritt uns hierbei diejenige Particularisation, welche überhaupt eine Curve 
dadurch erleidet, dass sie einen oder mehrere Punete der fraglichen Art erhält, 
unmittelbar und vollständig entgegen. Bei Cürven der vierten Ordnung haben 
wir alle möglichen Fälle erschöpft; die entsprechenden analytischen Formen 
konnten wir auch hier ohne Anstand hinschreiben, wobei das Zählen der Con- 
sUnten dieselbe Bedeutung hat , als früher. • 

Was einer systematischen Discussion der singulären Punete bisher am mei- 
sten entgegenstand, war, dass man Singularitäten von ganz heterogener Art in 
einer Untersuchung zusammenschmolz. Ich habe bereits im »Systeme« darauf 
hingewiesen, wie das Singulare sich einmal auf die Entstehuqg der Curve durch 
die Bewegung eines Punctes, das andere Mal auf die Entstehung derselben durch 
die Bewegimg einer, sie umhüllenden^ geraden Linie bezieht. Der Uebei^ang 
von der einen Entstehungsweise der Curve zur andern ist ein discontinuirlicher j 
indem das Princip der Reciprocität beide verknüpft, gibt es unerwartete Auf- 
schlüsse über die eigentliche Natur der singulären Punete und regt Fragen von 
einer ganz neuen Art an. Mit diesen habe ich mich mit Vorliebe im 4. Para- 
graphen des zweiten Abschnittes beschäftigt. Unter andern Resultaten, nenne 
ich hier bloss eine merkwürdige Gleichung des vierten Grades z^vischen der 
Anzahl der Doppelpuncte , der Anzahl der Doppel -Tangenten, der Anzahl der 
Spitzen und der Anzahl der Wendungen irgend einer Curve, von der wir bloss 
voraussetzen, dass sie eine algebraische sei. Im letzten Paragraphen findet man 
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<Jie er^en directen Uotersuchungea über Doppel-Taagenten, welche, in so weit 
»ie die Curvea der vierten Ordauug betreffen, an die Discussion einer symme- 
trischen Form sich anschliessen. In solchen Discussionen spricht sich der 
Gharacter unserer Methoden am klarsten aus und daher bin ich gern in ein 
grösseres Detail eingegangen j den Gegenstand erschöpfen, hiesse indess die Gur- 
ren der vierten Ordnung, deren allgemeine Gleichung diesen Entwicklungen zu 
Grunde liegt, vollständig discutiren. 

Das Kriterium für den Werth oder Unwerth eines neuen Resultates, wie 
einer neuen Methode, liegt keinesweges in ihrer möglichen Nutzanwendung, 
sondern unmittelbar in ihnen selbst: sie müssen, ich glaube mich nicht be- 
zeichnender ausdrücken zu können, ein rein ästhetisches Interesse für sich in 
Anspruch nehmen. Keine der verschiedenen mathematischen Disciplinen ist 
einer solchen Eleganz mehr fähig, als die analytische Geometrie^ der Einfluss, 
den, in dieser Beziehung, namentlich Monge's Arbeiten auf mathematische 
Darstellung überhaupt gehabt haben, ist allgemein anerkannt. Hier ist es,, wo 
ich gelernt habe und wo sich die Richtung, welche meine mathematischen Be- 
strebungen genommen haben, bestimmt hat. Um das Characteristische der vor- 
liegenden Schrift hervorzuheben , komme ich nicht mehr auf dasjenige zurück, 
was dieselbe mit meinen frühern Arbeiten gemein hat. Eigenthümlich ist ihr 
ein, schon oben erwähntes, höheres Princip, welches diejenigen, von denen 
ich bisher ausgegangen bin, beherrscht und welches darin besteht, dass wir die 
Constanten, von welchen eine Curve abhängt, zählen. Schon die 
4 Sätze der 7 — 11. Nummer in den einleitenden Betrachtungen bieten hierher 
gehörige Belege. Niemals hätte ich früher geahndet, dass abstracte Zahlen so 
allgewaltige Bedeutung im Gebiete der geometrischen Anschauung haben könn- 
ten. Das neue Princip rückt die, dem Anscheine nach, verschiedenartigsten 
Resultate einander näher und, indem es sie in gegenseitige Abhängigkeit bringt, 
brauchen wir uns nicht mehr damit zu begnügen, uns von der Richtigkeit 
derselben überzeugt zu haben, sondern, wir können auch nach der Not h- 
wendigkeit eines geometrischen Resultats und nach der Stellung fragen, die 
dasselbe im grossen Ganzen der Geometrie einnimmt. 

Bonn, am 4. September 1839. 
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Einleitende Betrachtungen 

Algorithmus. Bezeichnung gerader Linien und der dieselben darstellenden linearen Functio- 
nen. 1—2. Entgegengesetzte Vorzeichen. 3. Geometrische Construction linearer Functionen. 4. 
Functionen zweier linearen Functionen von beliebigem Grade. Nothwendige Anzahl ihrer 
Conätanten. 5—6. Zählen der Constanten. Fundamental - Satz in Beziehung auf die Durch- 
schuittspuncte zweier Curven der n. Ordnung. 7. Modißcation dieses Satees, wenn diese Cur- 
ven durch lineare Bedingungs- Gleichungeu particularisirt sind. 8. Wenn die Ordnung der 
be den Curven eine verschiedene isU 9. Neue Verallgemeinerung. 10. Corollarium zu der- 
selben. 11. Historisches über die Sätze der 7 — 11. Nummer. 12. 

Erster Abschnitt. 

Ueber die unendlichen Zweige der algebraischen Curven und ihre gerad- 
linigen und krummlinigen Asymptoten. 

1. Zweige mit geradlinigen Asymptoten 

Definition einer geradlinigen Asymptote darauf gegründet, dass der Grad einer alge- 
braischen Gleichung mit einer unbekannten Grösse sich reducirt, wenn eine oder mehrere 
ihrer Wurzein unendlich gross werden. 13. Eine Asymptote einer Curve der n. Ordnung in ihrer 
Gleichung in Evidenz gebracht. 14. Stufenweise Ableitung der Form pqr . . + /ißn— a, in 
welcher alle Asymptoten in Evidenz treten. 15- Methode der unbestimmten Coefficienlen. 16. 
Die obige Form enthält iu sich selbst ihre Rechtfertigung , wenn wir ihre Constanlen zählen. 
Darin lic^t auch der Beweis, dass die Curve n Asym^i^tolen hat. 17. Dasselbe folgt aus der 
frühern Ableitungs- Weise dieser Form. 18. Geometrische Deutung derselben. 19- Betrach- 
tting der Function iln^a- Beschränkungen, unter webhen man auf den n Asymptoten einer 
Curve der /i. Ordnung, zum Behuf ihrer Bestimmung, Puncte willkuhrlich annehmen kann. 20. 
Nothweudigkeit dieser Resultate und ihre Zurückführung auf den Satz der 9 Nummer. 21- 
Bestimmung des Coefficienten fx durch einen Punct der Curve. 22. Lineare Beslimmung der 
Curve. 23—24 Osculirende Asymptoten. Ordnung der Osculation. Eine solche Asym- 
ptote in Evidenz gebracht. Verminderung der Constauten-Anzahl. 25—26. Curven, die meh- 
rere osculirende Asymptoten zugleich haben. Beschränkungen treten alsdann, in Beziehung 
auf die Ordnung des Contactes ein. Wenn eine Curve n. Ordnung nur solche Asymptoten 
hat, die wenigstens mpuncti« osculiren, so kann die Anzahl der mehr als iwpunctjg osculi- 
renden von t bis {n—m) ansteigen, ausserdem aber nur noch n betragen. 27—28. Dieser 
Salz reicht hin, um bei Curven der 4. Ordnung die unmöglichen Fälle auszuscheiden. 29. 
Es können von irgend drei Asymptoten einer Curve der m. Ordnung nicht zwei die Curve 
fipunclig und die dritte (n— l)punctig osculiren. 30. Dieser SaU erschöpft die auszuschlies- 
senden Fälle für n=5. Aufzahlung der 28 möglichen Fälle. 31. Die entsprechenden Glei- 
chungen mit den nolhwendigen Constanten. 32. Discussion des Falles n - 6. 33- Wenn eine 
Curve der n, Ordnung m Asymptoten hat, welche alle wenigstens (n-(w— 2))pimctig osculiren, 
so kann dieselbe Curve keine (n-(m— l))punclig osculirende Asymptote haben. 34. Anwen- 
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(lung auf die Ausschliessung der unmögliclien Fälle für n = 7. 35« Anzahl der unmugUchea 
Fälle für n, bestimmt aus der Anzahl der unmöglichen Fälle für n— 1. 36. Anwendung auf 
den Fall nssS, 37. Formeln für die Anzahl der raüglichen Fälle für jede beliebige Annahme 
von n. Beispiele. 38—39. Höherer gemeinsamer Gesichtspunct für die Sätze der 28. und 34. 
!Nummer. 40 — 41. Ordnung und Art der Annäherung. 42. — Hyperbolische Asympto» 
ten. Allgemeiner Gesichtspunct. 43. Allgemeines Verfahren , die Bedingungs - Gleichungen 
zu entwickeln , die befriedigt werden müssen , wenn eine Curve der n, Ordnung mit einer 
Hyperbel auf einer Asymptote einen Contact von beliebiger Ordnung haben soll. Entwick- 
lung dieser Gleichungen für einen drei- bis sechspunctigen Contact. 44. Geometrische Deu- 
tung dieser Bedingungs -Gleichungen. Das Maass der Annäherung einer Curve an ihre Asym- 
ptote ist durch die dreipuj^ctig osculirende Hyperbel bestimmt. Geometrische Construction 
«lesseiben. Der Mittelpunct der vierpunctig osculirenden Hyperbel ist durch eine einfache 
Belation bestimmt, wenn alle Asymptoten der Curve und die Durchschnitte derselben mit 
derjenigen Asymptote, auf welcher der Contact Statt findet , gegeben sind. Es gibt nur eine 
einzige fünfpunctig osculirende Hyperbel, welche in besondern Fällen durch eine mehr als 
fünfpunctig osculirende Hyperbel ersetzt werden kann. 45—48. *- Neues Princip der Be- 
Jiandlung. Die nach beliebiger Ordnung osculirende Hyperbel tritt in der Gleichung der Curve 
unmittelbar in Evidenz. 49. Discussiou der Anzahl der Constanlen. 50- Geometrische Be- 
deutung der überzähligen Constanten. 51* In der allgemeinen Gleichung der Curven dritter 
Ordnung ist eine drei-, vier-, fünf- und sechspunctig osculirende Hyperbel in Evidenz ge- 
bracht. Discussion der Anzahl dei* Constauten. 52. Lineare Construction einer Hyperbel, 
M-elche eine gegebene Curve der dritten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote 1) dreipun. 
ctig osculirt und durch zwei gegebene Puncte der Curve geht, 2) vierpunctig osculirt und 
durch einen gegebenen Punct der Curve geht, 3) fünfpunctig osculirL 53—55. Eine sechs- 
punctig osculirende Hyperbel ist nur dann vorhanden , wenn die Curve dritter Ordnung auf 
der bezüglichen Asymptote einen Wendungspunct hat. 56. Allgemeiner geometrischer Gesichts- 
punct für die Constructionen der 52. — 55. Nummern. 57. Allgemeine Formen der Gleichun- 
gen einer Curve der 4. Ordnung, in welchen eine drei- bis achtpunctig osculirende Hyperbel 
in Evidenz tritt. Nothwendigkeit dieser Formen. 58- Allgemeiner Gesichtspunct 59« Ana- 
lytische Bestimmung derjenigen Curven dritter Ord nung,~ welche eine gegebene auf 
einer gegebenen Asymptote fünf- bis ueunpunctig osculiren. Geometrische Beziehung. 60. 
Alle Cur\'en der dritten Ordnung, welche eine gegebene achtpunctig osculiren, schneiden diese 
in demselben Puncte. Lineare Construction di(*ses Punctes. Bedingung für die M<>glichkeit 
eines neunpunctigen Contacts. 6l. Verallgemeinerung. Wenn auf einer gegebenen Curve der 
dritten Ordnung, acht Puncte, die auch zum Theil zusammenfallen können, gegeben sind, 
denjenigen neunten Punct zu bestimmen , in welchen die gegebene Curve von allen übrigen, 
welche durch die acht gegebenen Puncte gehen, geschnitten wird. 62. — Gegenseitige Ab- 
hängigkeit des Laufes der verschiedenen Zweige ein und derselben Curve. 63. Wenn eine 
Curve der n. Ordnung (n — 2) dreipunctig osculirende Asymptoten hat, so ist das Maass der 
Annäherung der Curve an ihre beiden andern Asymptoten dasselbe. 64. Wenn die Curve 

(fi 3) vier- oder mehrpunclig osculirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen 

Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln , welche die Curve auf den drei übri- 
gen Asymptoten vierpunctig osculiren, auf diesen Asymptoten in gerader Linie. 65. Die Re- 
sultate der beiden letzten Nummern bringt der Fundamental-Satz der 9. Nummer unter den- 
selben Gesichtspunct. Ihre Verallgemeinerung. ß6- Bestimmung, wie in der allgemeinen 
Form 9o -f* iuOo— a -f* »'^a— 3 -|- * • die unendlichen Zweige stufenweise immer genauer be- 
stimmt werden, wenn eine grössere -Anzahl von Gliedern gegeben ist 67* Anwendung auf 
Curven der dritten Ordnung. Construction des Maasses der Annäherung auf der dritten Asym- 
ptote, wenn dieses Maass für die beiden ersten Asymptoten gegeben ist. Zweite Construction. 
^3 — 70. Construction der^ Curve , wenn, ausser dem Maasse der Annäherung auf ihren drei 
Asymptoten, noch irgend ein Punct der Curve gegeben ist 71. Construction der Curve, 
wenn auf ihren drei unendlichen Zweigen bezüglich vier , drei und zwei Puncte gegeben 
sind. 72. 
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§. 2. Imaginäre Asymptoten. ReeUe und imaginäre eüiptische Asymptoten. Asym- 

ptotenpunct , 64 

Dass imaginäre Asymptoten die reellen vertreten können , geht aus der allgemeinen Form 
der Gleichung der Curve unmittelhar hervor. 73* Die Uebertragung der frühem Resultate 
auf den Fall imaginärer Asymptoten ist da immer statthaft, wo diese Resultate von dem Ima- 
ginären und Reellen der Asymptoten unabhängig sind. Beispiel. 74. Osculirende imaginäre 
Asymptoten. 75. Aufzahlung der verschiedenen möglichen Fälle bei Curven der 4. und 5. 
Ordnung. 76—77* Elliptische Asymptoten. Asymplotenpunct. 78. Osculirende elliptische 
Asymptoten. 79. Systeme elliptischer Asymptoten. 80. 

§. 3. Parabolische Asymptoten 70 

Parabolische Asymptoten bilden den Uebergang zwischen hyperbolischen und elliptischen. 
Uebcr die Natur parabolischer Zweite einer Curve. 81> Allgemeine Gleichung der Curven 
der n. Ordnung mit parabolischen Zweigen Zwei überzählige Constanten. Bedeutung der 
einen. FortschafTung der andern. In der allgfmeiuen Gleichung tritt unter den unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten eine einsu'ge ausgezeichnete, die funfpunctig osculirende, in 
Evidenz. 82—83.. Die funfpunctig osculirende Asymptote kann durch eine mehr als funfpun- 
ctig oseulirende vertreten werden , was eine neue Particularisation der Curve voraussetzt. 
Curven der 4 Ordnung. 84. Curven der 5* Ordnung. 85. Allgemeine Form der Gleichung 
einer Curve der ru Ordnung mit einer, nach gegebener Ordnung osculirenden, parabolischen 
Asymptote. 86* Bestimmung des Maasses der Annäherung an eine gewöhnliche parabolische 
Asymptote. Ordnung der Annäherung. 87 — 88. Beziehung des parabolischen Coutactes iu 
unendlicher Entfernung zum hyperbolischen. 89* — Geradlinige Asymptoten neben parabo- 
lischen. Aufzählung der möglichen Fälle bei Curven der 4. und 5 Ordnung. 90 — 91. Allge- 
. meine Gesetze darüber, wie die Existenz einer parabolischen Asymptote auf die Natur der ge- 
radlinigen Asymptoten Einfluss hat. Ausschliessung unmöglicher Fälle. Bezugnahme auf die 
Sätze der 28. und 34. Nummer. 92—94- Systeme zweier parabolischen Asymptoten. Allge- 
meine Gleichung. 95. Aufzählung der möglichen Fälle bei Curven der 4 und 5. Ordnung. 96. 
Systeme dreier parabolischen Asymptoten. Ausschliessung unmöglicher Fälle. 97— r8. 

§. 4. Paare reeller oder imaginärer parallelen Asymptoten 86 

Während in dem Falle parabolischer Asymptoten' die allgehieine Form Ba + .UaTin— 2 = o 
nicht mehr statthaft ist, wird sie im Falle paralleler Asymptoten unbe-stimnit. P9. Allgemeine 
Form mit den nothwendigen Constanten. 100. Zweien parallelen Asymptoten entspricht ein 
Doppelpunct, der unendlich weit liegt. lOl. Osculirende parallele Asymptoten. Aufzählung 
der möglichen Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung. 102. Allgemeine Formen für Curven 
einer beliebigen Ordnung. 103. Imaginäre parallele Asymptoten. 104. Art der Annäherung 
der Curve an ihre parallelen Asymptoten. 105. — Hyperbeln, welche die Curve auf ihren 
parallelen Asymptoten osculiren. Vollständige Discussion des Falles der Curven dritter 
Ordnung. Construction der funfpunctig osculirenden Hyperbeln. 106 — 109. Curvrn mit meh- 
reren Paaren paralleler Asymptoten. Aufzählung der möglichen Fälle bei Curven der 5. Ord- 
nung mit zwei Paaren paralleler Asymptoten. HO. 

§. 5. DoppeUAsymptoten. Berührung zweier reellen oder imaginären imendüchen 

Zweige. Spitzen erster und zweiter Art in unendlicher Entfernung ... 97 

Allgemeine Form. Spitze erster Art in unendlicher Entfernung. 111. Berührung zweier voll- 
-sländigen Zweige in unendlicher Entfernung. 112* Discussion der allgemeinen Form, welche 
ausdrückt, dass eine Curve zwei zusammenfallende parallelen Asymptoten hat, von welchen 
eine die Curve m- und die andere m,pnnctig osculirt. Einfachste Form, um die unendlichen 
Zweige annäherungsweise darzustellen. 113. Wenn m— iwi, so bildet die Curve in unendli- 
cher Entfernung eine Spitze erster Art, oder sie hat vier Zweige, welche an derselben Asym- 
ptote sich hinziehen, je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. 114. Ebenso 
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verhFilt sichs, wenn /ni<2/ii— 1 115. Wenn mi>2«-^l, so hat die Gurve zwei Paare, nach 
verschiedener Ordnung osculirende hyperbolische Zweige. 116. Wenn mi = 2m~l, so ziehen 
sich an der gemeinschaftlichen Asymptote, zwei Paare unendlicher Zweige hin, welche mit 
derselben einen Contact von gleicher Ordnung haben. Sie können unter sich einen Contact 
höherer Ordnung haben. Jedesmal dass diese um eine Einheit steigt, bildet eine Spitze zwei- 
ter Art die Uebergangsstufe. 117. Discussion aller möglichen Formen bei Curven der 4. Ord- 
nung, 118—119. Bei Curven der 5. Ordnung. 120—124. 

§. 6. Asymptoten der dritten Ordnung 111 

^atur derselben. 125. Erster Fall. Curven mit semicubi -parabolischen Asymptoten. 
Allgemeine Form ihrer Gleichung. 126. Art und Ordnung der Annäherung an diese Asym- 
ptoten. 127—129. Aufzählttng der verschiedenen Falle bei Curven der 4. Ordnung, 130. Be- 
merkungen über die Ausschliessung unmöglicher Fälle. 131 - 133. Der Lauf der unendlichen 
Zweige kann genauer dargestellt werden, wenn wir an die Stelle der semicubi-parabolischen Asym- 
ptote andere Curven der 3. Ordnung setzen. 134. Zweiter Fall. Curven mit Trident- 
Curven als Asymptoten. , Allgemeine Form ihrer Gleichung. 135. P^atur der unendlichen Zweige, 
welche eine Parabel und uberdiess einen Durchmesser derselben zu Asymptoten haben. 136. 
Particularisation derselben. 137. Verschiedene Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung. 138 — 139. 
Trident -Curven in Evidenz gebracht. 140 — 141. Dritter Fall. Curven mit cubi- parabo- 
lischen Asymptoten. Allgemeine Form ihrer Gleichung. 142. Art und Ofdnung der Annuhe- 
heriiug. 143. Als Beispiel die Curven der 4. Ordnimg. 144. Particularisationen. Als Beispiel 
die Curven der 4. und 5. Ordnung. l45 — 148. Vierter Fall. Curven mit drei parallelen 
Asymptoten. Allgemeine Gleichung derselben. Andere Form, in welcher die drei Asympto- 
ten unmittelbar in Evidenz treten. 149—150. Maass der Annäherung. 151. Fall dreier reel- 
len Asymptoten. Verschiedene Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung. 152. Zwei Asym- 
ptoten können imaginär sein und zusammenfallen. 153—154. Alle drei können zusammen- 
fallen. Discussion der Form der unendlichen Zweige. Erst nach neuen Particularisationen 
erhält die Curve drei Paare unendlicher Zweige, welche an derselben Asymptote sich hinzie- 
hen. 155 — 158. Vollständige Discussion der so particularisirten Gleichung für den Fall der 
Curven 6. Ordnung. Aufzählung aller möglichen Fälle. 159—162. 

§. 7. Aufzählung der verschiedenen Arten von Curven der vierten Ordnung, in Be- 
ziehung auf die Natur ihrer unendlichen Zweige 136 

Aufzihlung von 152 Arten von Curven der 4. Ordnung, >velche auf 8 Fälle sich vertheilen. 
Vergleichung mit der Euler'schen Aufzählung. 163. 

§. 8. Asymptoten der vierten Ordnung 149 

^ Natur derselben. Aufzählung der sieben verschiedenen Fälle, in welchen die frühem Formen 
nicht statthaft sind oder unbestimmt werden. I. Allgemeiner Fall. II. Neben semicubi- pa- 
rabolischen Asymptoten eine geradlinige von bestimmter Richtung. III. Zwei Gruppen para- 
bolischer Asymptoten von gemeinsamer Durchmesser -Richtung. Vollständige Discussion bei 
Curven der 5. Ordnung. Parabolische Spitzen zweiter Art* IV. Parabolische Asymptoten und 
zwei geradlinige. V. Cubi - parabolische Asymptoten und eine geradlinige. VI. Parabeln der 
vierten Ordnung als Asymptoten. VII. Vier parallele Asymptoten. 164. Anzahl der Constan- 
ten, von welchen diese Fälle abhängen. 165. 
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§. 1. Discussion der verschiedenen möglichen Fälle singulärer Puncte tmd singu- 

lärer Tangenten der Curven 155 

Besliminung des ZusammeiifaUens mehrerer Durchschnittspuncte einer Curve und einer gera- 
den Linie. 1. Analytische Entwicklungen. 2— 4. Einfache Puncte. Osculirende Tan- 
genten. Wendungspuncte. 5—7. Doppelpuncte. Allgemeine Unterscheidung dersplbeu. 8. 
Lauf der beiden sich schneidenden Zweige in der Nähe des Doppelpnnctes. Jeder derselben 
kann eine osculirende Tangente t^abefi. 9. Isolirter Punct. 10. Fälle, in welchen die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen. L Spitze erster Art. If. Zwei sich berüh- 
rende Zweige, welche unter einander auch einen Contact höherer Ordnung haben können. 
Spitzen Zweiter Art bezeichnen eine Uebergangs-Stufe, bevor diese Ordnung um eine Einheit 
ansteigt. IH. Einer der beiden sich beri'ihrenden Zweige hat einen Wendungspuncl. IV. 
Spitze erster Art mit innigerm Contacte. V. Zwei sich dreipunctig osculirende Zweige, 
welche unter einander auch einen Contact höherer Ordnung haben können. Spitzen zweiter 
Art als Uebergangs . Stufen. 11. Verallgemeinerung. Bedingungen, unter welchen eine Curve 
die verschiedenartigen Singularitäten erhält 12. Dreifache Puncte. Allgemeine Unter- 
scheidung derselben. 13, Discussion der drei verschiedenen Zweige, welche den dreifachen 
Punct bilden. 14. Ein conjugirter Punct, der auf einem Zweige der Curve liegt. 15. Wenn 
zwei der drei Tangenten des dreifachen Puuctes zusammenfallen, so geht ein Zweig der Curve 
durch einen solchen singulären Punct, wie er in der 11 — 12. Nummer bestimmt worden ist. 16. 
Fälle , wo die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen. Discussion der 
Fälle, dass I. diese Tangente die Curve in vier, II— III. in fünf, IV— V. in sechs, VI — Vlll. 
in sieben, IX— XIV. in acht, XV — XIX. in neun zusammenfallenden Puncteu schneidet. 17. 
Wenn nur eine Singularität allein für sich betrachtet wird, vereinfacht sich die analytische 
Bestimmung derselben. 18. Hyperbolische und parabolische Singularitäten in unendlicher 
Entfernung. 19, 

§. 2. Genaue Bestimmung aller möglichen Singularitäten^ welche in dem Laufe der 

Curoen vierter Ordnung vorkommen hönneh 182 

Analytische Bezeichnung. 20. Einfache Puncte. Drei- und vierpunctig osculirende 
Tangenten. Lauf der Curve vom Osculationspuncte aus. 21 — 24. Doppelpuncte. Durch- 
schnitt zweier reellen Curven - Zweige. Wendungspuncte dieser Zweige. 25—27. Isolirter 
Punct. 28. Spitze erster Art 29. Berührung zweier reellen oder imaginären Zweige. Im lel7.- 
lern Falle isolirter Punct. 30. Gewöhnliche Spitze zweiter Art. 31. Zwei reelle oder imagi- 
näre Zweige, welche sich dreipunctig osculireu. Isolirter Punct 32. Spitze zweiler Art mit 
der Contact - Ordnung 2V2. 33. In dem Falle sich berührender Curven -Zweige lassen sich 
die beiden fünfpunctig osculirenden Curven zweiter Ordnung zugleich in Evidenz bringen. 34. 
Dreifache Puncte. Drei in demselben Puncte sich schneidende Curven -Zweige. Ein 
Curven-Zweig geht durch einen conjugirten Punct 35. Einp Spitze erster Art steht auf einem 
Curven - Zweige. 36. Die drei Tangenten des dreifachen Punctes fallen zusammen. 37. Sy- 
steme von zwei Doppelpuncte n. Allgemeine Gleichung, in welcher die vier Tau- 
gen! eu der beiden Doppelpuncte in Evidenz treten. Zwei eigentliche Doppelpuncte. 
Ein Doppelpuna und eine Spitze erster Art Zwei solcher Spitzen. Ein Doppelpunct und 
eine Berührung. Eine Spitze und eine Berührung. Ein Doppelpunct und eine Spitze 
xweiler Art Eine Spitze erster und eine SpiUe zweiter Art 38—41. Isolirte Puncte. 42. 
Die unmöglichen Falle kann man unmittelbar als solche erkennen. 43. Systeme von drei 
DoppelpuDcten. Aufzählung von 10 verschiedenen Fällen. 44 — 45. Die sechs Tangenten 
der drei Do|ppelpuncte umhüllen einen Kegelschnitt Bezieiiung dieses Kegelschuittes zur 
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Curve. 46. Ein , zwei uud alle sechs Zweige kOnnen Wendung« > Puncte haben« Situations- 
BeziehuDgen. 47 — 50* 

§. 3. Ueber die Natur der singulären Puncte und singulären geraden lAfüen, und 

über die Art ihrer Entstehung 200 

Doppelte Enlstehungsweise einer Curve. Wenn auf einer geraden Linie ein Punct continuir- 
lich fortrückt, während die gerade Linie selbst um diesen Punct sich continuirlich dreht, wird 
ein und xlieselbe Curve von jener geraden Linie umhüllt und von diesem Puncte beschrieben. 
Ein die Curve vertretendes Polygon. 51. Analytisch genommen, können wir die Grosse der 
Drehung der geraden Linie als Function der Grosse des Forlrückens des Punctes ansehen, 
und dadurch die Curve bestimmen. Differenliiren wir, so erhalten wir hieraus den Krüm- 
mungshalbmesser als Function des Bogens. 52. Der Begriff einer Singularität modißcirt sich 
nacli der zwiefachen Ereeugungsweise der Curve. Eine Curve hat entweder Wendungspuncte 
und Doppeltangenten oder Spitzen erster Art und Doppelpuncte; in untergeordneten Fällen 
hat sie beides. 53 — 54. Singularität in der Bewegung des beschreibenden Punctes^ in der Dre- 
hung der umhüllenden geraden Linie; in Beiden zugleich. 55. Veranschaulicht dadurch, dass 
ein Polygon an die Stelle der Curve gesetzt wird. 56—58. Verallgemeinerung 59 — 60. Ana- 
lytische Darstellung. Der Krüuunungshalbmesser einer Curve ist gleich dem Quotienten, den 
man erhält, wenn man die Geschwindigkeit des beschreibenden Punctes durch die Geschwiu- 
digkeit der umliülieudeu geraden Linie dividirt, 61. Wie in reciproken Curveu die Singula- 
ritäten sich entsprechen. 62. 

§. i. Gegenseitige Beziehung der singulären Puncte und singulären geraden Linien 
zu einander, Gesetze , nach welchen , hei algebraischen Curven ^ die Anzahl 
von jenen durch die Anzahl von diesen bestimmt ist^ und umgekehrt . . . 207 

Das Princip der Reciprocitüt gibt unerwartete Aufschlüsse über singulare Puncte. Zusammen* 
st^lnng der schon im „Systeme-* mitgetheilten Resultate. Heciproke Polar -Curve und Er- 
klärung der Heduction ihrer Ordnung aus dem Vorhandensein von Wendungen und Doppel- 
Tangenten. Anzahl derselben. 63. Ein Doppelpiinct verschlingt 6, eine Spitze erster Art. 8 
Wendungen 64. Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten, welche eine Curve verliert, wenn 
sie einen Doppelpunct oder eine Spitze erster Ordnung und wenn sie mehrere Doppelpuncte 
und Spitzen erhält. 65—67. Sechs allgemeine Relationen zwischen der Ordnung, der Ciasse, 
und der Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltangenten, Spitzen und Wendungen irgend einer 
algebraischen Curve. Diese sechs Relationen führen sich auf drei, von einander unabhängige 
zurück. QS. Reduction der Ordnung der reciproken Polar-Curve, wenn Doppelpuncte und Spitzen 
vorhanden sind. 69. Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, von einem gegebenen 
Puncte aus, an eine algebraische Curve sich legen lassen und der Anzahl der Puncte, in welchen 
dieselbe Curve von einer geraden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Theile des 
Unterschiedes der Anzahl der Wendungen und Spitzen eben dieser Curve. 70. Merkwürdig« 
Gleichung des 4. Grades zwischen der Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltangenten, Spitzen und 
Wendungen einer algebraischen Curve. Particularisation. 71 — 73, Tabellarische Uebersicht der 
möglichen Fälle in Bezug auf die Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltangeuten, Spitzen und Wen- 
dungen, welche algebraische Curven neben einander haben können. 74- Maximum der Doppel- 
puncte 75. Fall zw^eier sich berührenden Zweige. 76. Ausführliche Discussion des Falles einerSpitze 
zweiter Art. Sie reducirt den Grad der Polar-Curve um 5 Einheiten. Reduction in der An- 
zahl der Doppellaugenlen. Sie verschlingt 15 Wendungen. 77—81. Spitzen zweiter Art, de- 
ren Scheukcl uuter einander einen innigem Contact haben. 82. Spitzen zweiter Art neben 
Doppelpunclen uud Spitzen erster Art. 83. Andre untergeordnete Arten von Doppelpuncten. 84. 
Fall eines drei- und mehrfachen Punctes. Reduction der Polar - Curve, der Anzahl der Wen- 
dungen, uud der eigentlichen Doppeltangenten. 85—88. Die Theorie der vielfachen Puncte 
auf die Theorie der Doppelpuncte zurückgeführt. Anzahl der Doppeltangenten, die ein .mehr- 
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facherPunct unmittelbar in sich aufnimmt 89— 91. Fall mehrerer dreifachen Puncte. 91. Ein 
solcher Punct neben Doppelpuncten und Spitzen erster Art. 92. 

§. 5. üeber Doppel 'Tangenten der Curven^ insofern man sich diese durch einen 
Punct beschrieben, vorstellt Discussion der allgemeinenGleichung der Curven 
der Herten Ordnung, unter der Form: pqrs + /^i2J = o 228 

Allgemeine Bemerkungen über die Bestimmung der Doppel - Tangenten (Note). 93. Doppel- 
Tangenten der Curven vierter Ordnung. Allgemeine Form, in welcher die vier geraden Li- 
nien P, Q, R und S als Doppel -Tangenten in Evidenz treten. Geometrische Deutung dieser 
Form. Die drei Paare von Beruh rungspuncten auf irgend drei Doppel - Tangenten bilden ein 
solches Sechseck y um welches ein Kegelschnitt Sl^ sich legen lässt Derselbe RegeUchoitt 
geht überdiess durch die beiden Beruhrungspuncte auf einer vierten Doppel- Tangente. 94» 
Lage der Curve. 95. Die vier geraden Linien können den Regelschnitt £1^ berühren, und 
sind dann vierpunctig osculirende Tangenten. Fall mehrerer solcher Tangenten. 96 — 97. 
Wenn zwei der Tier geraden Linien auf dem Regelschnitte sich schneiden, so erhält die Curve 
einen Doppelpunct. Fall zweier und dreier Doppelpuncle. Bezugliche allgemeine Formen 
mit den nothwendigen Constanten, 98. Falle, wo in einem Doppelpuncte ein Zweig oder 
beide Zweige einen Wendungspunct haben. 99. Fälle, wo zwei der vier geraden Linien zu* 
sammenfallen. Zwei reelle oder imaginäre Doppelpuncte. Zwei sich berührende Zweige^ IQO. 
Fälle, wo drei der vier geraden Linien zusammenfallen. Zwei reelle oder imaginäre Spitzen 
erster Art. Zwei sich dreipunctig osculirende Zweige. 101. Fälle, wo der Regelschnitt £1^ 
in ein System von zwei geraden Linien ausartet. Doppelpuncte, mit welchen Wendungspuncte 
zusammenfallen. Dreifache Puncte verschiedener Art 102. Fälle, wo die beiden, den Re- 
gelschnitt £l2 vertretenden, geraden Linien zusammenfallen. 103. Anderes Princip der Dis- 
cussion. Frühere Fälle. Spitzen zweiter Art 104—107. Fälle, wo auf den Doppel-Tangen- 
ten ein Berührungspunct oder beide unendlich weit rucken. Alle verschiedenen Arten siugu- 
lärer Puncte können auf einem Hyperbel- Zweige unendlich weit rucken. Allgemeiue Glei* 
chungen mit den nothwendigen Coustanten. 108—111. Fälle, wo unter den Doppel-Tangen- 
ten eine, zwei, drei unendlich weit gerückt sind. Untergeordnete Fälle und die ihnen ent- 
sprechenden Formen. 112. Wenn eine unendlich weit entfernte gerade Linie den Regelschnitt 
^2 berühren soll , so muss dieser eine Parabel sein. Singularitäten , die auf einer Parabel 
unendlich weit geruckt sind. Die verschiedenen untergeordneten Fälle, mit den ihnen ent- 
sprechenden Formen. 113. — Die Gleichung einer Curve der vierten Ordnung lusst sich, im 
Allgemeinen, 819 verschiedene Mal auf die oben angeführte Form bringen. (Combinatorische 
Erörterungen: Note) 114. Beweis, dass die 28 Doppel -Tangenten alle reell sein können. 115. 
Allgemeinste Form in Beziehung auf das Imaginäre. 116. Zu je drei reellen Doppel -Tan- 
genten gehört eine vierte reelle, zu zwei imaginären und einer reellen eine zweite reelle, 
zu drei imaginären eine vierte imaginäre, zu zwei reellen und einer imaginären eine zweite 
imaginäre. 117—120. Zusammenstellung aller möglichen Formen. 121. Wenn eine der 28 
Doppel. Tangenten imaginär wird, so werden nothw endig zugleich zwölf derselben imaginär. 
Im Falle eines Doppelpunctes fallen zwölf Doppel-Tangenten paarweise zusammen, indem sie 
aufhören, eigentliphe Doppel. Tangenten zu sein. Schema der l40 Combinationen dieses 
Falles. Wenn eine der übrigbleibenden Doppel -Tangenten imaginär ist, so sind wenigstens 
acht imaginär. 122. Wenn die Curve zwei Doppelpuncte hat, so hat sie nur noch acht eigent- 
liche Doppel -Tangenten; wenn eine von diesen imaginär ist, so sind es deren wenigstens 
vier. Wie viele der 28 Doppel-Tangenten können Oberhaupt imaginär sein? 123. Die vier 
Beruhrungspuncte auf irgend zwei Doppel-Tangenten und die vier Durchschnitte der dreizehn 
übrigen Paare von Doppel . Tangenten, paarweise zusammengestellt, liegen alle acht auf dem 
Umfange eines Regelschnittes, 124. 

Zusätzliche Bemerkungen 254 
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Ueber die allgemeinen Gesetze, 



' « 



welche den Lauf der Curven einer beliebigen Ordnung bestimmen. 



1. Bevor wir in den eigentlichen Gegenstand dieser neuen Untersuchungen aus dem 
Gebiete der analytischen Geometrie eingehen , scheint es mir wesentlich , gleich von Vorne 
herein zwei Puncte scharf ins Auge zu fassen: den Algorithmus und das allgemeine 
Princip unserer Entwicklungsweisen. Auf dieses werden wir bald zurückkommen (6.-11.). 
Was jenen Algorithmus betrifft , so besteht derselbe durchaus nicht in einer neuen und frem- 
den Bezeichnung j sondern einzig und allein darin , dass wir gewöhnliche^ algebraische S^m-. 
hole unter einem eigenthflmlichen Gesichtspuncte auffassen und behandeln. Der Ke|m dieser 
Auffitssungsweise liegt schon in den beiden Bänden der analytisch geometrischen Entwich-- 
lungenj sie selbst ist in dem Systeme der analytischen Geometrie entwickelt und in An- 
wendung gebracht worden und hat sich, auch noch nach Erscheinen desselben, immer reiner 
und characteristischer ausgebildet Die nächstfolgenden Nummern, die einer kurzen Darlegung 
des fraglichen Algorithmus bestimmt sind, werden sich um so übersichtlicher darstellen, weil 
wir hier ausschliesslich ihre Beziehung zu der allgemeinen Theorie der algebraischen Curven 
im Auge haben, während in der zuletzt genannten Schrift ausserdem auch noch andere Ge- 
sichtspuncte festgehalten werden mussten. Zugleich wird auf diese Weise die vorliegende 
Arbeit zu einem selbstständigen Ganzen abgeschlossen. 

2. Wir werden überall gerade Linien nach einem einzigen Buchstaben des grossen latei- 
nischen Alphabets, zum Beispiel nach P, Q, R, S 1 . benennen, und dann die Abstände 
irgend eines zu bestimmenden Pnnctes von diesen geraden Linien, oder allgemeiner, diese 
Abstände , nachdem sie zuvor mit willkührlichen Coeßicienten multiplidrt worden sind, durch 
die entsprechenden Buchstaben des kleinen Alphabets, also durch p, q, r, s . . bezddinen. ^) 
In dem Verlaufe derselben Entwicklung bleiben die eben erwähnten Coefficienten unverän- 
dert dieselben, sie sind constant In den allgemeinsteh Entwicklungen brauchen wir auf 
ihre Werthe durchaus keine Rücksicht zu nehmen ; in besondem Fällen werden wir dieselben 
von Vorne herein willkübrlich annehmen und dann dadurch erst den Ausdrücken p, q, r, s . ., 



*) Da wir im Verlauf unserer Uotersacliaogen oft anch ganze Zahlen zn bezeichnen haben, wollen wir 
xiiese zwar auch durch Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabets ausdrucken, aber, der Unter- 
scheidung wegen , hierzu der Gursiv - Schrift n, m , , uns bedienen. Gonstänte Coefficienten werden 
wir, wie bisher, fiberali durch die Bnchstaben des kleinen griechischen Alphabets bezeichaeB. 

1 



2 Einleitende Betrachtungen. 

nachdem die bezüglichen geraden Linien gegeben sind , eine vollkommen bestimmte geome- 
trische Bedeutung beilegen. Diese Ausdrücke ändern im Allgemeinen, bei einer Orts-Verftn- 
derung desjenigen Punctes, auf welchen sie bezogen werden, ihre Werthe: sie sind verän- 
derliche Grössen, die von der Lage dieses Punctes abhängen. Ihre Werthe 
verschwinden und verschwinden nur dann, wenn der fragliche Punct auf den bezüglichen 
geraden Linien liegt , das heisst mit andern Worten : es sind die Gleichungen : 

p = 0, 9=0, r = 0, g = o,.. 

die Gleichungen der geraden Linien P, Q, R, S • • • Die Lage eines Punctes ist durch die 
Werthe irgend zweier der obigen veränderlichen Grössen , wenn die beiden bezüglichen ge- 
raden Linien gegeben sind , auf lineare Weise bestimmt, denn es wird dadurch der fragliche 
Punct, als der Durchschnitt' zweier gerader Linien , die den beiden gegebenen bezüglich pa- 
rallel sind, bezeichnet. Die allgemeine Gleichung des ersten Grades zwischen solchen zwei 
veränderlichen Grössen ist die Gleichung einer geraden Linie und da jede beliebige gerade 
Linie auch durch ein einziges Symbol bezeichnet werden kann, so folgt dass jede der ver- 
änderlichen Grössen p, 4, r, s • . eine lineare Function irgend zweier andern ist, die wir 
unter denselben wiükührlich auswählen können. ' In die Reihe dieser Grössen gehören auch 
' gewöhnliche, auf irgend zwei Coordinaten- Axen bezogene. Parallel -Coordinaten, y und x. 
(Hierbei ist jedoch nicht zu übersehen, dass die gerade Linie Y, welche, unserer Bezeich- 
nung gemäss, zu dem Abstände y gehört, nach der gebräuchlichen Benennung^ die Axe der 
X , und die gerade Linie X, welche zu x gehört, die Axe der y ist.) Wir werden überhaupt 
jene veränderlichen Grössen, in so fem wir nicht an ihre geometrische Bedeutung, sondern nur 
an ihre gegenseitige analytische Bestimmung denken, lineare Functionen nennen; sie 
sind insl^esondere lineare Functionen gewöhnlicher Parallel -Coprdinaten. 

3. In unsern Betrachtungsweisen ergibt sich die Theorie der entgegengesetzten Zeichen 
unmittelbar; wir wollen sie hier an die Schluss-Bemerkung der vorigen Nummer, dass p, q, 
r, s.. lineare Functionen gewöhnlicher Parallel -Coordinaten sind, anknüpfen. Zu diesem 
Ende können wir die Coordinaten- Axen immer so' annehmen, dass für alle zu betrachtenden 
Puncte die beiden Coordinaten y und x positiv sind : e|ne Voraussetzung, die immer statthaft 
bleibt, selbst dann, wenn wir Curven mit unendlichen Zweigen und asymptotische Annähe- 
rungen betrachten , weil bei allen solchen Betrachtungen der Begriff ies Unendlichen bloss 
der Begriff einer Gränze ist , der wir uns im endlichen Räume immer mehr annähern können 
und es die Art dieser Annäherung ist , die wir eigentlich betrachten. In dieser Voraussetzung 

s«i P « At (y4-ax4-^), 

wonach vrir für die Gleichung der entsprechenden geraden Linie P jede der folgenden beiden 
nehmen können : p = o, ,y + ax + i9=o. 

Für solche Puncte, die ii| gleicher Entfernung auf den beiden Seiten der Linie P liegen,, ist, 
der Definition gemäss, der absolute Werth von p derselbe. Ob, für einen gegebenen Punct, 
p positiv oder negativ ist , hängt gleichzeitig vom Zeichen von fi und vom Zeichen des Aus- 
drucks (y + ax + ß) ab. Es ändert also p , weil fi constant ist , sein Zeichen nur dann, 
wenn der gegebene Punct von einer Seite der Linie P auf die andere hinüberrückt Mir 
können, für einen willkührlich angenommenen Punct, den Werth von p gleich von Vorne 
herein positiv setzen, alsdann ist das Zeichen von p für alle Puncte gegeben: für solche 
Puncte, welche mit dem angenommenen auf derselben Seite der Linie P liegen, ist derWerih 
von p positiv, für Puncte auf der entgegengesetzten Seite negativ. Die gemachte Voraus- 
setzung kommt aber darauf hinaus nachträglich das Zeichen von /i , oder die Richtung der 
Linie X (Coordinaten-Axe der y) gehörig zu bestimmen. Was nemlich den Ausdruck (y+ax -h/?) 
angeht , so ist der Werth desselben von dar Lage und Richtung^ , der Linie Y (Coordinaten- 
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Axe d'er x) gmz nnaUuuigic;, während «r^ woui die Linie X ihre Richtiuig ändert im AU- 
gemeinen sich ebenfalls ändort und wenn diese Richtunf s-Aendenni|^ insbesondere zwei RediCe 
beträgt, zwar unverändert bleibt aber sein Zeichen vertauscht. Erst nachdem wir von Vorne 
herein mm Behuf der Bestimmung unserer linearen Functionen die positive Erstreckung der 
letztgenannten Axe ein filr aUe Mal festgesetzt haben , hängt das Zeichen jeder einzelnen 
linearen Function p , wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird , einzig und allein 
ttocli vom Zeichen des CoefKcienten fi ab. Aber auch ohne uns irgend darum zu kümmern, 
wodurch das Zeichen von p eigentlich bedingt wird, können wir, ohne W^itores, eine po- 
sitiVe und eipe negative Seite der Linie P annehmen. 

Auf gleiche Weise können wir eine positive und eine negative Seite filr jede der andern 
Linien Q, R, S . . von Vonie herein beliebig annehmen und die Zeichen - Bestimmung ist 
vollständig, wenn wir Cttr einen beliebig angenommenen Punct die Zeichen der Werthe aller 
linearen Functionen p, q, r, s . • willktiirlich und unabhängig von einander feststellen. 

Hierbei verdient bemerkt zu werden, dass wenn diese Zeichen.- Bestimmung einmal ge* 
madit ist nur gewisse Combinationen der Zeichen der verschiedenen linearen Functionen für 
denselben Punct Statt finden können und die übrigen Combinationen ausgeschlossen sind, sobald 
die Anzahl der lineare Functionen Zwei übersteigt. Denn, wenn wir diese Anzahl überhaupt 
n nennen, so ist die Anzahl aller Zeichen-Combinationen n^; die Anzahl deijenigeu aber, die 
möglicherweise Statt finden können, ist nur der Anzahl derjenigen Flächen -Räume i^ich, 
in welche die Ebene von den n geraden Linien P, Q, R, S . . getheilt wird und beträgt 

— ^ ^ + I ) . Wenn wir zum Beispiel bei vier linearen Functionen ste- 
hen bleiben, so bilden die denselben entsprechenden vier geraden Linien im Ganzen elf Flä- 
chen - Räume und fünf Zeichen - Combinationen sind nicht mißlich. Unter jenen elf Flächen- 
Räumen befindet skh ein geschlossenes Viereck ohne einspringenden Winkel und wenn wir 
etwa den vier linearen Functionen für die Puncto innerhalb dieses Vierecks aUen das positive 
Zeichen beilegen, so befindet sich unter den unmöglichen Combinationen namentlich auch die- 
jenige , in welchen alle vier Functionen - Werthe negativ sind. 

4. Jede unserer linearen Functionen hängt von drei Constanten ab. Diese treten in 
Evidenz , wenn wir irgend zwei lineare Functionen q und p von Vorne herein willkührlicb 
hestimmen, und dam alle übrigen durch diese beiden ausdrücken. So hängt indem wir 

s s /uq + Ap + X ♦) 



*) Wir wenden hier wiederom das Teichen = an, um identische Gleichungen Ton gewöhnlichen zu 
unterscheiden : eine Unterscheidung, die gerade für unsere Betrachtungsweisen Ton Wichtigkeit ist. i 
Gewöhnliche Gleichungen drücken Grössen • Beziehungen , identische Gleichungen bloss analytische 
Form- Beziehungen aus. So bedeutet die Gleichung des Textes txpliciu , dass wir s als eine Fun- 
ction von p und q einfuhren oder auch implUiUt dass wir s, so wie p und q^ als Functionen 
irgend zweier veränderlichen Grössen betrachten und dass alsdann, wenn wir Alles durch diese aus- 
drücken, die Gleichung auf o ss o sich reducirt und also nichts mehr aussagt. Ott macht man den 
Uebergang von einer gewöhnlichen zu einer identischen Gleichung ohne sich dessen klar bewusst 
zu werden. Eine gewöhnliche Gleichung zwischen drei oder mehrerep Functionen, wird, wenn wir 
uns diese von xwei an4ren abhängig denken, in Beziehung auf diese eine identische, und umge* 
kehrt wird jede identische, wenn wir die in ihr vorkommenden Functionen gruppenweise zusammen- 
nehmen, und telbstständig für sich constnurea , eine gewöhnliche. So enthält die identische Glei- 
chung, in der wir uns des später einzuführenden Algorithmus bedienen, 
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setzen , die Function s von den drei Constanten (i , X und le ab , von den Wertfaen dieser 
Constantai zur Bestimmung der Function s kann aber erst nadi der vollständigen Bestim- 
mung von p und q die Bede sein. 

Wir können die drei Constanten , von welchen eine lineare Function abhängt, so abson- 
dern, dass zwei derselben auf die Bestimmung der bezüglichen geraden Linie kommen, und 
die dritte ein constaiiter Coefficient ist, von welchem unsere Definition überdiess noch eine 
solche Function abhängig macht Diess kommt dann darauf hinaus, die letzte Gleichung 
unter der nachstehenden Form zu schreiben : 

s ^ /u (q + op + /?). 
Die Bestimmung der Functionen p und q behält hierbei ihre ganze Willktthrlichkeit; wir können 
sie insbesondere so feststellen, dass sie kürzeste Abstände von zwei willkührlich angenom- 
menen geraden Linien, P und Q, oder auch ParalleUCoordinaten bedeuten. In dem letztern 
Falle bedeutet alsdann der Ausdruck (q + op + ß) den, nach der Bichtung der geraden Linie 
P genommenen, Abstand ies bezüglichen Punctes von der geraden Linie S. Diese Bichtung 
bleibt also dieselbe für die Constmction aller linearen Functionen, so dass die Werthe der- 
selben, M'enn sie auf dnen gegebenen Punct bezogen werden, als diejenigen Segmente sich 
darsteUen, welche auf einer durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linie, zwischen 
diesem Puncte und den, jenen linearen Functionen entsprechenden, geraden linien liegen. 
Hierbei wird also die Beziehung der verschiedenen linearen Functionen zu einander durcJi 
zwei derselben auf analytischem Wege vermittelt Wir können auch q und p so annehmen, 
dass der Ausdruck (q+«p+i^) den kürzesten Abstand des Punctes, auf welchen er bezo- 
gen wird, von der Linie S ausdrückt; dann aber ist diese Annahme von der jedesmaligen 
Bichtung der Linie S nicht unabhängig, und die analytische Beziehung der verschiedenen 
Functionen zu einander wird weniger einfach. Aber in aUen diesen Fällen bestimmen sich, 
nach vorläufiger Annahme von q und p , die Function (q + «p + ß) und die Linie S g^en- 
seitig auf vollständige Weise. In diesem Sinne werden wir in den spätem Untersuchungen 
/<s, i^r . . an die Stelle von s, r • • schreiben, und dann auf die Functionen s, r • . nur 
zwei Constante rechnen. 

Jede beliebige Function des ersten Grades eider beliebigen Anzahl der linearen Functio- 
nen p, q, r, s . . gehört in die Beihe dieser Functionen selbst und bedeutet, wie diese, den 
mit einem constanten Coefficienten ravltiplicirten Abstand des Punctes, auf weldien die frag- 
liche Function von der Form 

«p + /Jq + yr + <^s + . . + 5 

bezogen wird, von einer geraden Linie, deren Gleichung man erhält, wenn man diese Fun- 
ction gleich Null set^t Eine solche Function schliesst überzählige Constante ein ; nachdem 
die verschiedenen linearen Functionen willkührlich angenommen worden sind, erhalten, um 
eine gegebene gerade Linie auszudrücken , die Coefficienten a ß y i . .'i keine absolut be- 
stimmten Werthe; wir können alle, bis auf drei, willkührlich annehmen, und dann sind auch 
diese auf lineare Weise bestimmt Insbesondere können wir unsere linearen Functionen auch 
als homogene Functionen dreier, die wir wiUkührlich von Vorne herein annehmen, betrachtend 



bloss eine analytische Form-Bestimmang ; sobald wir aber die drei Functionen Sl einzeln fitr sich 
betrachten, und Termittelst dreier gegebenen Ciirven der n. Ordnung als drei Producte Ton n Seg- 
menten construlren, druckt die gewöhnliche Gleichung: 

•«„ = «:. + <• 

eine metrische Relation zwischen diesen Zn Segmenten aus. 
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Dann wird die CoDstruction Jeder beliebigren Functioo durch die drei willkflhrüch t 
mtoea «emiittelt, und hingt vod drei reUkommen beetiminteo ComlanteD ok. 
Wir wollen Produete linearer Fiinctioaen , <der Kürze wegen , dnrch 

e„, ©^, 0„_„ 0^, . . . 

darstellen, indem wir die Anzahl der Factoren jedes Productes durch unten angehängte 
Marken bezeichnen, und, wo es nSÜiig ist, rerschiedene solche Producte durcb Accente 
unterscheiden. 

5. Die allgemeine Function zweier linearen Functionen von irgend einem n. Grade ist 
zugleich die allgemeine Function desselben Grades irgend zweier andern linearen Functionen. 
Die Anzahl der Constanten von denen diese Functionen abhängen Ist beidesmal dieselb«, aber 
ihre Werthe sind verschieden, weil die Functionen-BestimiDung durch zn-ei andere, von A'ome 
berein willkflhrlieh angenommene , lineare Functionen rermittelt wird. Wir wollen eine sol- 
die Function des n. Grades durch £ia bezeichnen , indem eine unten angehängte Marke den 
Grad angibt und verschiedene Functionen desselben Grades dnrch oben hinzugefügte Accente 
oder Marken in folgender Art unterscheiden: ' 

ß;, ß;, ß^, fl^. 

Es hat jede solche Function ßo , was für unsere Betrachtungsweisen ein wesentlicher Ge- 
sichtspunct ist, eine selbs tst Audige Existenz für 8ich> welche von der Wahl der 
beiden linearen Functionen ganz und gar unabhängig ist. Ihr entspricht eine Curve der 
R. Ordnung , deren Gleichung die folgende ist : 

ß« = o, 
und wir wollen, um uns kurz auszudrücken, als Curve ßi diejenige bezeichnen, welche durch 
diese Gleichung dargestellt wird. Ist diese Corv« gegeben, so erhält die Function ßu , wenn 
sie auf einen g^ebeoen Punct bezogen wird, einen mit einem unbestimmten, für alle gege- 
benen Puncte sich gleich bleibenden (constanten), Coefficimtes multiplicirten , vollkommen 
bestimmten Wertb, welcher sich geometrisch als ein Product von n Segmenten, die auf einer, 
nach willkührlich angenommene: eonstanter Richtung durch den gegebenen Punct gehenden, 
geraden Linie zwisc-hen diesem Puncte und den nDurchschnittspuncten'mit der Curve liegen, 
darstellen lässt ") Die coustante Richtung dieser geraden Linie und der constante CoeEli- 
cient stehen in gegenseitiger Abhängigkeit, so dass man' jene beliebig ändern kann, wenn 
man diesen nachher gehVrig bestimmt. Wenn wir daher, wie überall in den folgenden Ent- 
wicklungen, die allgemeine Function des n. Grades mit Hinzufiügung eines unbestimmten 
Coefücienten durch /ißa statt durch ßa , darstellen, so hängen die Function ßa und die Curre 
ßo von denselben Constanten ab. Hierbei ist nur vorauszusetzen, dass wir eine constante 
Richtung von Vorne herein annehmen ; eine Annahme die vorher Statt gefunden haben muss, 
ehe wir f* einen bestimmten Zahlen-Werth beilegen kttnnen. Die Anzahl der in Rede ste- . 

henden Constanten beträgt — -^ *■ Sie treten uns, so lange wir die Function Sa von 

zwei von Vorne herein und ohne Beziehung zu der et mme- 
nen linearoi Rjactionen abhängen lassen, in der gleichen Glei- 
chung der Curve entgegen. Bei dieser Art die Curve ana n wir 
nothwendiger Weise dadurch, dass wir Alles von zwei w ionen 
«bhäng«! lassen, auch Willktthrliches in die Coefflcienten lurch 



') Von «olcben Detraclitungea bin ich in <lem S/Utm dar anal/iiiehtn GtamttrU tutgegangen. 
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mehr oder minder zusammengesetzte Bedingungs - Gleichungen zwischen diesen C#ef&eiaiten 
(Gleichungen , in denen das Willkührliche sieh gegenseitig aufheben muss, damit sie auf die 
eigentliche Natur der Curve sich beziehen können) wird es möglich untergeordnete Curven- 
Arten zu unterscheiden. Wir aber werden Sin durch vermittelnde Functionen, welche vom 
ersten oder auch von hohem Graden sind, ausdrücken. Diese vermittelnden Functionen hän- 
gen einerseits zwar auch von den beiden willkührlichen Functionen ab, andrerseits aber 
haben sie nach den vorstehenden Erörterungen, eine selbstständige geometrische Existenz. 
Vit ihnen entsprechenden Curven stehen alle in ausgezeichneter Beziehung zur Curve Sin und 
durch sie wird diese Curve geometrisch bestimmt 

6. Die vorstehenden Andeutungen haben ihre Anwendung und Erll^uterung schon in 
den beiden letzten Abschnitten des Systems gefunden; auf noch mehr diaracteri- 
stische Weise, wird diess fast auf jedem Blatte dieses neuen Werkes geschehen. Des- 
halb vermeide ich hier jede weitere Ausführung, und hebe nur einen Punct, welcher der 
Nerv aller unser/sr Entwicklungen ist, noch besonders hervor: die Bedeutung der An- 
zahl der Constanten in unsern Gleichungen. Auf das Zählen dieser Constanten 
reducirt sich Alles, und dieses um so mehr, je mehr unsere Untersuchungen allgemeiner und 
als Folge hiervon , zugleich einfacher sich gestalten. 

Eine Gleichung, unter welcher Form sie auch erscheinen mag, und welche vermittelnde 
Functionen in ihr in Evidenz treten mögen , muss , wenn sie die allgemeine des it. Grades 

ff {n -i— ^^ 

sein soll, die nothwendige Anzahl von Constanten haben, nemlich — 2=^ ' und sie ist 

dann jedesmal die allgemeine , wenn sie diese Anzahl unabhängiger Constanten einschliesst 
So ist zum Beispiel @3 + iUs = pqr+^s = o 

die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung und enthält neun Constante, die wir 
unmittelbar zählen können. Denn auf jede der vier vermittelnden linearen Functionen p, q, r 
und s kommen zwei Constante und fi ist die neunte. Diese nenn Constanten sind von 
einander ganz unabhängig; wir können keine der vier linearen Functionen ändern, ohne da- 
durch zugleich die Form der Gleichung zu ändern. Darum stehen die geraden Linien P, Q, R 
und S in einer vollkommen bestimmten geometrischen Beziehung zur Curve. Die drei ersten 
jener vier linearen Functionen kommen auf symmetrische Weise in der obigen Gleichung vor; 
die entsprechenden drei geraden Linien stehen daher in gleicher Beziehung zur Curve. Es 
sind ihre drei Asymptoten, und da die Curve nur drei Asymptoten hat, können wir der alU 
gemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung (der allgemeinen Gleichung dritten Grades 
zwischen zwei unbekannten Grössen) nur auf einmalige Weise die obige Form geben. 
In andern Fällen ist es eiiie rein combinatorische Aufgabe, welche bestimmt, auf wievielfache 
Art eine Curve durch eine Gleichung von gegebener Form sich ausdrücken lässt. (Vergl. 
System, Dritter Abschnitt, §. 7. und §. 8.). 

Es kann eine Gleichung überzählige Constanten enthalten ; dann sind die vermittelnden 
Functionen durch ihre Beziehung zur gegebenen, durch diese Gleichung dargestellten, Curve 
erst dann vollkommen bestimmt, wenn wir eine gewisse Anzahl von Constanten unabhängig 
von der Curve willkflhrlich annehmen. Es gibt also unendlich viele andere Functionen und 
ihnen entsprechende Curven , welche wir an die Stelle der ur^rfinglichen setzen kömea, 
und die in gleicher geometrischer Beziehung zu der gegebenen Curve stehen. Die unvoU- 
sländig bestimmten Constanten, welche in den verschiedenen vermittelnden Functionen der Glei- 
chung der gegebenen Curve vorkommen, sind von einander abhängig ; die bezüglichen Curven 
stehen also ebenfalls in einer gegenseitigen Abhängigkeit Es enthalt zom Beispiel die folgende 
Gleichung des dritten Grades fß^ ^ ^g = o 
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gehn und felglich eine ttberiHhlige Constaiite. Von diesen sehn ConManten k^Hnmen 
fttnf auf die Function ^ , swei anf jede der beiden linearen PuDctionen p und s, und ^ 
ist die zehnte. Die Functionen il, und s sind nicht vollständig bestimmt, aber sie stehen 
in gegenseitiger Abhängigkeit Wir können iii um eine willkührliche Constante x wachsen las- 
sen , dann bleibt sowohl die vorstehende Gleichung , als auch ihre Form unverändert, wenn 
wir fis mit (/is — xp) vertauschen. Es gibt also unendlich viele Curven der zweiten Ord- 
nung , welche zu der durch die gegebene Gleichung dargestellten Curve in gleicher Beziehung 
stehen, als die Curve üj. Alle diese Curven haben mit der gegebenen in unendlicher Ent- 
fernung auf zwei der drei Asymptoten dersdben einen doppelten Contact Erst wenn wir 
eine einzelne derselben willkührlich auswählen, und durch üi darstellen , wird die Linie S 
vollkommen bestimmt. Umgekehrt wird , wenn wir die Linie S , welche überhaupt jede be- 
liebige gerade Linie sein kann , welche durch den Durchschnitt der gegebenen Curve mit 
ihrer As3^ptote P geht, unter dieser Besdiränkung willktthrlich annehmen, dadurch die Curve 
SI2 vollkommen bestimmt. 

Wir können mit leichter Mühe , in jedem vorliegenden Falle, aus einer gegebenen Qleu 
chung die überzähligen Constanten durch Aenderung der Form derselben fortschaffen. (Die 
Form der letzten Gleichung zum Beispiel können wir unmittelbar auf die Form d^r vor- 
hergehenden zurückführen.) Erst dann erkennen wir die eigentliche Natur der Curve, in so 
fern sie sich characteristisch in der neuen Form ausspricht, und wenn diese die nothwendige 
Anzahl von Constanten nicht mehr behalten haben sollte, und also nur eine particuläre 
Curven - Gattung der allgemeinen Ordnung anzeigt , so ergibt sich unmittelbar , worin das 
Wesen dieser Particularisation besteht. — 

7, Die Bedeutung der Anzahl der Constanten in den Gleichungen der Curven, als einer 
rein abstracten Zahl, tritt uns ganz besonders in den folgenden Sätzen, mit welchen ich 
diese einleitenden Betrachtungen beschliesse, entgegen. Diese Sätze sind gleichsam die Axe 
um welche , was freilich nicht immer unmittelbar zu Tage liegt, alle unsere Untersuchungen 
sich drehen. 

Es sei i2a c= 

die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung, welche, wenn wir Sin als Function 

zweier von Vorne herein willkührlich bestimmten linearen Functionen betrachten, und als 

n fn-hS) 
solche vermittelst — unbestimmter Coefficienten ausdrücken, als von eben diesen Con- 

dm 

stauten abhängig anzusehen ist. Eine einzelne Curve dieser Ordnung ^st hiernach auf einzige 
Weise gegeben, wenn wir die Werthe dieser --— Constanten, oder statt dessen eine 

SS 

gleiche Anzahl linearer Bedingungs-Oleichungen zwischen aUen diesen Constanten oder eini- 
gen derselben, oder endlich, weil jedem gegebenen Puncte der Curve eine lineare Bedin- 
gungs-Gleichung zwischen allen ihren Constanten entspricht, eine gleiche Anzahl unabhängig 
von einander auf der Curve angenommener Puncte kennen. 

Durch (— ^o ' "~ ^) gegebene Puncte lassen sich unendlich Viele Curven der n. 

Ordnung legen; irgend zwei dieser Curven, wollen wir durch die folgenden beiden Glei- 
ehungen: ß; = o, ßn==o, (1) 

darstellen. Dann ist, indem wir durch /m einen unbestimmten Coefficienten bezeichnen, 

ßl + ^i^' = o (2) 

die aUgemeiae Gleichung aller Curven der n. Ordnung , welche durch die gegebenen Puncte 
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Indien. Demi diese Gleicbunj^ wird für jeden dieser Puncte, unabhäai^ifr von /u, befriedigt, 
weil für jüden dieser ^gleich auf den beiden Curven (1) liegenden Puncte, Sl'^ und ß^' ziu 

gleich verschwinden. Der Werth von ft (und jedem andern Werthe von ii entspricht eine 
andere Curve) ist durch einen neu hinzukommenden Punct der Curve (2) vollkommen und 
auf lineare Weise bestimmt. Nur in dem besondem Falle, dass dieser neue Punct der Curve 
(2) zugleich auf einer und also auch auf der andern der beiden Curven (1) liegt, verschwin- 
den auch für diesen Punct die beiden Werthe von Si'^ und Si'^ zu gleicher Zeit, und dann 

stellt sich (A unter der unbestimmten und unbestimmbaren Form — dar. Also bleibt in die- 
sem Falle auch die Bestimmung der bezüglichen Curve unvollständig. Dieselbe Unvollstän- 
digkeit in der Bestimmung der Curve (2) besteht auf gleiche Weise dann immer noch fort, 

w«in zu den ( — ^^ — ^ ^ ^ J gegebenen Puncten , durdi welche diese Curve gehen soD, 

eine beliebige Anzahl solcher Puncte, welche 

nicht übersteigt, noch hinzukommt, vorausgesetzt, dass alle gegebenen Puncte, deren Anzahl 
hiernach bis n} ansteigen kann, ausser auf der zu bestimmenden Cun^e (2) auch noch auf 
einer der beiden Curven (1) oder mit andern Worten auf einer zweiten beliebigen Curve 
derselben Ordnung, und hiernach also zugleich auf unendlich vielen solchen Curven liegen. *) 
Die Curve (2) ist also ganz auf gleiche Weise vollständig bestimmt, wenn n^ ihrer Pimcte, 
^'elc|^ zugleich auf irgend einer zweiten Curve derselben Ordnung liegen , oder wenn von 

— ^ — 1 ) gegeben sind , und in beiden Fällen dann 

noch ein letzter gegebener Punct zur Bestimmung des Werthes von /m hinzukommt. Hierin 
liegt der Beweis des folgenden Satzes. 

Alle Curven einer beliebigen n. Ordnung, welche durch \ ^ ' ^ —t\ 

willkührlich angenommene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem 

auch noch in denselben f^— ^ ^"" - + ij Puncten, deren Lage allein durch 

die willkührlich angenommenen Puncte bestimmt ist. 



«(n-l-S) ^>\ _ »(«-3) ^^ 



*) Wir können nemlich, nnserer Bezeicbnnngsweise 'gemäM, indem wir dnrch A'^' eine ganz willkühr- 
lich angenommene Fanction des n. Grades bezeichnen, schrittweise mit der Gleichnng (2) dt« 
nachstehenden Form-Aenderungen yomehmen: 



wonach die Curven 12^'' und i2^'" in ganz derselben Beziehung zu der, durch die Gleichung (2) 
dargestellten Curve U^ stehen , als die beiden Curven Si'^ und Si'*^ und wir erhalten gleichmäisig ; 






a. Ä. 
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Es ist offenbar , 4ass diese Bestimmung von der Construction einer einzigen Gleichung 
des (JLSILz^ + i\ Grades abhängt 

Acht Punete einer Curve dritter Ordnung bestimmen nach dem vorstehenden Satze einen 
neunten Punct derselben Curve und hiernach unendlich viele andere Curven dritter Ordnung, 
welche in denselben neun Puncten sich schneide. Wenn also neun von Vorne herein will- 
kührlich angenommene Punete einer Curve dritter Ordnung gegeben sind , so sind dadurch 
unendlich viele neue Punete derselben Curve durch lineare Constrnctionen gegeben; 
denn je acht der neun gegebenen und der durdi diese allmahlig gefundenen Punete der 
Curve geben einen neuen Punct derselben. 

Dreizehn Punete einer Curve vierter Ordnung bedingen drei neue Punete derselben 
Curve. Durch vierzehn willktthriich angenommene Punete einer solchen Curve , sind un- 
endlich viele Punete derselben , unter der Voraussetzung der Auflösung von Gleichungen des 
dritten Grades, gegeben. Und so weiter. 

8. Wir können die Curven dner beliebigen n. Ordnung dadurdi particularisiren, dass 

wir sie ( — ^ ^ — mj (wobei m eine beliebige ganze Zahl zwischen Null und -— 

bedeutet) linearen Bestimmungen, das heisst solchen Bestimmungen unterwerfen, welche, wenn 
wik* die Curven durch eine Gleichung zwischen zwei willkühilichen linearen Functionen aus- 
drücken ^ zu Bedingungs - Gleichungen des ersten Grades zwischen den Coefficienten dieser 
Gleichung führen. Alsdann hängen die so particularisirten Curven nur noch von m linearen 
Constanten ab und sind durch eine gleiche Anzahl von Puncten vollkommen bestimmt. So 
hängen zum Beispiel Curven zweiter Ordnung, die dadurch particularisirt sind, dass sie gleich- 
seitige Hyperbeln sein sollen, statt von finf nur von vier linearen Constanten ab. Mit Be- 
zugnahme auf die Anfangs - Bemerkungen ief vorigen Nummer erhalten wir hiernach, neben 
dem letzten Satze , sogleich den folgenden. 

Alle Curven einer beliebigen tl Ordnung, die so particularisirt sind, 
dass sie durch m willktlhrlich angenommene Puncto auf lineare Weise 
bestimmt sind, gehen, wenn (m — 1) dieser Punete gegeben sind, ausser, 
dem auch noch durch andere (n^ — (m — 1)) feste Punete, deren Lage ein- 
zig von der Lage der gegebenen Punete abhängt. 

Wenn wir m = - ^^"^ ^ setzen , so kommen wir auf den Satz der vorigen Nummer 

zurück. Ausserdem können wir für m jede kleinere ganze Zahl nehmai, die Zahl Eins nicht 
ausgeschlossen. Dadurch erhalten wir eine grosse Menge neuer geometrischer Anwendungen. 

9. Es gibt noch eine zweite Art, den Satz der 7. Nummer zu verallgemeinern und 
dadurch seine Anwendbarkdt zu vermehret^ Nadi diesem Satze nehmen wir neulich 

^^^±^ _. i\ Punete wülkührlich an und durch diese Puncto sind alsdann (~=2^ + 1 ^ 

neue Punete bestimmt. Die Anzahl aller Punete beträgt hiemach n^ und ^nrch diese n^ 
Punete gehen unendlich viele Curven der fu Ordnung, die wir durch die allgemeine Gleichung 

fl„ = o 

darstellen wollen. Wir wollen femer von den wülkührlich angenommenen Puncten ^-^ 

beliebig absondern. Durch diese abgesonderten Punete ist alsdann irgend eine Curve der p. 
Ordnung , deren Gleichung die folgende sei : . 

flp=0. 
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auf lineare Wdse beitimmt Wir nehmen hierbei p kleiner als n onA wollen lern entspre- 
chend n = p + 7 
setzen, wonach die .Anzahl der noch ttbrigen willkührlich angenommenen Puncte: 

betragt Wenn wir endlich nun noch die Voraussetzung machen , dass alle diese noch ibri- 
gen Puncte auf ein und derselben Curve der q. Ordnung liegen, deren Gleichung 

ß, = o 
sei, so ist klar, dass insbesondere auch das System der beiden Curven üp und fiq, deren 
Gleichungen wir in die folgende zusammenziehen ki^nnen: 

flp flq = o , 

in die Reihe der Curven iin gehört und dass also die, durch die willkührlich angenommenen 
Puncte nach unserm Satze bestimmten neuen f a~~~^ "^ ^ ) P****^^^ ^"^ ^'^ beiden Curven 

Sip und Siq sich vertheilen. Die ganze Anzahl der Durchschnittspuncte aller einzelen Curven 
Sin mit der letztgenannten dieser beiden Curven beträgt nq ; also werden durch die obigen 

(ny— f 2.^ZI_2 -f 1 j) Puncte, welche, nach unserer Voraussetzung, in dieser Anzahl ein- 

begriffen sind , neue ( ^-^ ^ ^ ) I^<^^ bestimmt Und somit ist der nachstehende 

Satz bewiesen. 

Alle Curven der ».Ordnung, welche durch (»flf — (^-^l — — + ^) ^^^ *®"* 

Umfange einer gegebenen Curve der q. Ordnung willkührlich angenom- 
menen Puncte gehen, schneiden dieselbe Curve ausserdem auch noch in 

neuen (?-^^^^^I h ij festen Puncten. 

Die Lage dieser neuen Puncto wird einzig und allein durch die Lage der willkührlich 

angenommenen, vermittelst der Auflösung einer Gleichung des f ^-^ ^ ^)* ^^^des, 

bestimmt. 

10. Die Beziehung, in welcher der Satz der vorigen Nummer zu dem Satze der 7. 
Nummer steht, ergibt sich bei einer neuen Verallgemeinerung noch deutlicher. Wir können 
nemlich, nachdem wir einmal die Voraussetzung gemacht haben, dass in die Reihe der 
Curven fia ein System zweier Curven Sip und Siq gehört, die willkührlich anzunehmenden 
Puncte, innerhalb gewisser Oränzen, beliebig auf diese beiden Curven vertheilen; in der 
Art dass, wenn g und k zwei durdi die Bedingongs - Gleichung 

, + fc»«^) + i (,) 

von einander abhängigen Zahlen bedeuten , auf die eine Curve (np — g) and auf die andei;e 
(nq — h) jener willkührlich angenommenen Puncto kommen. Damit diese beiden Curven durch 
die angenommenen Puncte vollkommen bestimmt seien , ist erforderlich , dass 

np — g > — ^ , f^ ^ k > — ^ , 

und wenn wir nach einander für h und^ die Werthe aus (2) itf die Gleichung (1) substituiren. 
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ud berttcksichtifen äaas n»p4*f, wird dadurdi sugl^di bedmgt, dass 

Hiernach ergeben sich zwei Gräna-Werthe zwischen welchen g l|egai mnss, und hiervon 
gegenseitig abhängend zwei Gränz - Werthe für A. Auf diese Wdse sind wir zu dem nach- 
siehenden Satze gelangt 

Wenn man voravssetzt, dass p and q irgend zwei ganze Zahlen be- 
deuten, deren Summe n betrage, dass ferner g und A, alle willkührli- 
chen Zahlen sein können, die bloss der Bedingung unterworfen sind, 

dass g zwischen den Gränzen ('^^^^^ 4- 1 j und ( ^"^ + P9 Kdiese 

Oränz-Werthe selbst nicht ausgenommen^ liege und dass (g + K) gleich 

~-^- + 1) sei — und man hiernach auf einer gegebenen Ourye der p. 

Ordnung {np — g) und auf einer gegebenen Cnrvie der f. Ordnung (»f r-A) 
Punc^te willkührlich annimmt, so schneiden alle Curven der it. Ordnung, 
welche zugleich durch alle auf den beideri gegebenen Curven willkühr- 
lieh angenommeneu Puncte gehen^die erste dieser beiden Curven, ausser 
in den aufihr angenommenen, noch in denselben g und die zweite Curve, 
ausser in den auf ihr angenommenen, noch in h neuen festen Puncten. 

Alle Curven der 4, Ordnung zum Beispiel, welche durch 13 Puncte gehen, von welchen 
7 auf einem ersten und 6 auf einem zweiten gegebenen Kegelschnitte willkilhrlich angen<m]h 
men worden sind,, schneiden den ersten Kegelschnitt überdiess noch in einem und den zweiten 
in 2 neuen festen Puncten. AUe Curven der 5. Ordnung, welche eine gegebene Curve der 3. Ord- 
nung bezüglich in 10, 11, 12, 13, 14, 
und überdiess einen gegebenen Kegelschnitt bezüglich in 

9, 8, 7, 6, 5, 

wiUkührlich angenommenen Puncten schneiden, schneiden ausserdem noch die gegebene Curve 
dritter Ordnung bezüglich in 

5, 4, 3, . 2, 1, 

und den gegebenen Kegelschnitt bezüglich in 

1, 2, 3, d, 5, 

neuen festen Puncten. 

Wir können auch , indem wir ]i = p-f4r + r+' • nehmen , gehörig vertheilt auf ge- 
gebenen Curven, deren Ordnungen Pt q^ r ^ . sind, l — 1 j Puncte wUlkührlich 

annehmen ; dann sind neue Puncte bestimmt, in welchen alle Curven der n> Ordnung, welche 
durch die wlllkührlich angenommenen Puncte gehen, die gegebenen Curven schneiden. Die 
weitere Discussion bietet keine Schwierigkeiten dar. 

11. Als C<n:0llarium zu dem Satze der vorigen Nummer erhalten wir den folgenden. 

Wenn durch die «^ Dnrehschnitts^Pnncte irgend zweier Curven der 
n. Ordnung ein System zweier Curven der p. und der f. Ordnung gehen 
soll, so ist nothwendig und hinreichend, dass von diesen Durchschnitts- 
puncten (np-^g) auf der Curve der p* und (w/ —h} auf der Cutve der 
q. Ordnung liegen. 

Hierbei gelten die Zahlbestimmungen der vorigen Nummer fort. Wenn wir für g 
insbesondere den kleinsten Werth nehmen , ergibt sich der folgende Satz» 
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Wenn von den n^ Durclisehni^spuncten irgend zweier Curven der n. Ordnung 
(np — f — 2 ^" 1 ) ) auf ^^ro Umfange einer Curvc der p. Ordnung liegen , so geht 

durch n(n — p) der übrigen Durchschnittspunete eine Curve der (» — p). Ordnung.*) 

12. In der Wichtigkeit der Sätze der letzten Nummern für unsere Betrachtungsweisen finde 
ich die Aufforderung tiber^ das Historische derselben einige Andeutungen hinzuzufügen. Der 
Satz der 7. Nummer , welcher , wie seine Verallgemeinerungen, sowohl algebraisch als auch 
geometrisch aufgefasst und ausgedrückt werden kann, trat mir zuerst, während der Ausar- 
beitung des ersten Bandes der Entwicklungen bei der Discussion über die Ordnung der Os- 
culation zweier Curven entgegen und findet sich zuerst in einer Note **) erwähnt. In Cr amer's 
oft citirtem Werke ***) fand ich darauf als Paradox ausführlich erörtert, dass zwei Curven 
in mi'hr Puncten sich schneiden als zur Bestimmung jeder derselben erforderlich sind , und 
die richtige aber zu unbestimmte algebraische Erklärung gegeben, dass die n^ Wurzeln der« 
jenigen Gleichung, welche man aus zwei gegebenen Gleichungen des n* Grades zwischen 
zwei unbekannten Grössen durch Elimination einer dieser Grössen erhält, nicht unabhängig 
von einander sind. In mathematischen Dingen kann nicht lange etwas ein Paradox bleiben, 
eben so wenig als ein Kunstgriff lange leils solcher sich behaupten kann; das Paradox ver- 
schwindet , wenn verdeckte Mittelglieder der Verkettung mathematischer Sätze hervortreten 
und der Kunstgriff verliert sich in einer neuen durchgreifenden Behandlungsweise. Einer 
ausführlichem Discussion des Satzes der 7. Nummer und der entsprechenden Sätze fUr Con- 
structionen des Raumes widmete ich später zwei besondere Abhandlungen -{•) und fügte dann 
noch, zugleich mit Berücksichtigung des Princips der Reciprocität, im zweiten Bande der 
Entwicklunffen die in der 8. Nummer enthaltenen Erweiterungen des Satzes, wodurch ^derselbe 
seine Anwendbarkeit bis auf Gleichungen des ersten Grades erstreckt, hinzu, ff) Die Ver- 
allgemeinerung der 9. Nummer findet sich mehrere Jahre später zuerst in zwei von einander 
unabhängigen Abhandlungen des Journals für Mathematik. (Da diese beiden Abhandlungen 
nicht in demselben Hefte des Journals abgedruckt sind , und auch die zweite voii keiner Be- 
merkung des Herrn Herausgebers begleitet ist, so scheint es mir nOthig hinzuzufügen, dass bei^e 



*) Die identische Gleichung: Sl'^ +^ä" = (l+/i) An» 

druckt aus , dass die Cunre i2 durch die n* Durchschnitte der beiden Gurren Sl' and Sl'' geht und, 
bei gehöriger Bestimmung von //, erhält man hiemach jede beliebige Curve der n. Ordnung, welche 
durch dieselben n* Puncte geht. Wenn insbesondere ü^ einen Factor i2 hat, so geht die, diesem 
Factor entsprechende Gurre der p, Ordnung durch np dieser Puncte und umgekehrt. Dann aber 
ist der andere Factor von Ä^ vom (n— ;»]. Grade und es geht die entsprechende Gurre Ä„.p durch 
die übrigen n(fs—p) Durchschnittspunete. Den entsprechenden Satz hatHerr Gergonne (Ann.T.XVII) 
zuerst expUcite aufgestellt: »Wenn von den yi* Durchschnittspuncten zweier Curven der n. Ordnung 
np auf einer Curve der p, Ordnung liegen, so geht durch die übrigen n^n—p) eine Curve der («—/>). 
Ordnung.fr Um diesen Satz, oder vielmehr um das analytische Princip , das der obigen Beweisfüh- 
rung desselben zu Grande liegt^ bewegen sich alle meine fr&hem Arbeiten. Aber wir sehen, das« 
dieser Satz unvo 11s tändig ist. An die neuen Sätze von potenzirter Allgemeinheit knüpft sieh 
ein neues Princip der Behandlungsweite; das Zählen der Gonstanten und die Bf trachtung ihrer ab- 
•tracten Anzahl tritt an die Stelle der Verbindung allgemeiner Curven - Symbole. 
•*) Entw. I, S. 228. 

) Introduction ä TAnalyse des lignes courbes algifbriques. Geneve 1750. 
t) Recherches sur les courbes algebriques de tous les degrcs. Gerg. Ann. XIX. p. 97. Recherches sur 

les surfaces algebriques, de tous les degr^s. p. 129. 
tt) Entw. II , S. 242. 
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Abhandlungeii als Maniiscript sugleich in den Händen desselben waren). In der ersten dieser 
beiden Abhandlungen *) ist «lediglich nur eine Abhandlung Euler's aus dem Jahre 1748 
citirt,**) aus welcher hervorgeht, dass Euler wohl früher als Gramer auf das fragliche 
Paradox stiess, aber in der Erklärung desselben nicht weiter ging als dieser. Er erwähnt 
desselben aber nicht in seiner in demselben Jahre erschienenen IntroducHo in Analysin infimto- 
runtj und ich weiss nicht, dass seitdem ein anderer Mathematiker dasselbe wieder aufgeilbm- 
men hat Die zweite der genannte Abhandlungen *^*) rührt von mir her und war ursprüng- 
lich für den ersten Band des Joumßl de math^matiques pures et appUquäeSj in dem unter der 
trefflichen Redaction des Herrn Liouville die Gergonne'schen Annalen wieder ins Leben 
getreten sind, bestimmt; ein berühmter Analyst hatte durch eine mündliche Bemerkung über 
' die Schwierigkeit der Uebertragung der Relationen , welche die Wurzeln einer Gleichung mit 
einer einzigen unbekannten Grösse betreffen , auf den Fall der zusammengehörigen Wurzeln 
eines Systems zweier oder mehrerer Gleichungen zwischen zwei oder mehrem unbekannten 
Grössen die ^Abfassung derselben veranlasst ; zu dem Neuen, welches sie enthält hatte mich 
der Satz der 20, Nummer , der schon seit längerer Zeit ausgearbeiteten , ersten AJbtheilung 
des gegenwärtigen Bandes hingeführt. Aus dem eben Bemerkten geht der Grund hervor, 
weshalb die Abhandlung französisch abgeCasst und ins algebraisdie Gewand eingekleidet wor* 
den ist. Endlich ist nodi liinzuzufUgen, dass in der vorstehenden 10. Nummer der Satz der 
7. Nummer eine neue letzte Verallgemeinerung erhalten hat — 



*) De relationibut , quae locum habere debent inter puncta intersectionis duarum curyarom Tel trium 
superficiermn algebraicarum (lati ordinif «imul cum eaodatione paradox! algebraici. Auetore G. G. 
J. Jacobi. Crelle's Journal XV. 4. Heft. 

**) Sur une contradiction apparente dans la doctrine des lignes courbes. 
) Thf^ororoes g^n^raus concemant les (Squations d'un degr^ quelconque entre un nombre quelconque 
d'incoQuues. Crelle's Journal XVI. 1. Heft. 
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Erster Abschnitt. 

üeber die unendlichen Zweige der algebraischen Curven und 
ihre geradlinigen und krummlinigen Asymptoten. 



§. I. 

mit yeradllnlf^en Asymptoteii* 

* 

13. Eine Cunre der tl Ordming wird von einer geraden Linie, im Allgemeinen iu ii 
Puncten geschnitten. Wenn die Curve , in besondern Fällen von einer geraden Linie nur in 
(n — 1) Puncten geschnitten wird , so geschieht diess ^ weil der n, Durchschnittspunct uuend«- 
licb weit liegt; wird sie nur in in—2) Puncten geschnitten, so geschieht es weil zwei 
Dnrchschnittspuncte , wird sie nur in (iz— 3) Puncten geschnitten, so geschieht es weil drei 
Durehschnittspuncte unendlich weit liegen, und so weiter. 

Wollen wir diese Behauptung nicht bloss auf Gränz - Betrachtungen in der Construction 
gründen , so können wir ihre Richtigkeit auch, unmittelbar auf analytischem Wege darlegen, 
indem wir erwägen, dass, wenn wir die Curve und die schneidende gerade Linie bezüglich 
durch die allgemeinen Gleichungen des it. und des ersten Grades zwischen zwei wiilkührlich 
angenommenen linearen Functionen darstellen und dann zwischen diesen beiden Gleichimgen 
eine der beiden linearen Functionen eliminiren: die resultirende Gleichung, welche nur noch 
die andere lineare Function enthält, vom n. Grade ist und also n Durehschnittspuncte gibt. 
Soll der Grad dieser Gleichung, und demnach die Anzahl der Durehschnittspuncte sich redu- 
ciren, so kann diess bloss dadurch geschehen,, dass die Coeflicienten der höchsten Glieder 
durch eine besondere Constanteu -Bestimmung verschwinden. Alsdann aber wird eine ent- 
sprechende Anzahl der n Wurzeln der ursprünglichen Gleichung unendlich. So reducirt sich 
zum Beispiel die folgende Gleichung des dritten Grades: 

nur dann auf den zweiten Grad, wenn der Coefßcient x verschwindet und demnach ein 
Werth von z unendlich wird; nur dann auf den ersten, wenn zugleich A verschMindet und 
demnach zwei Werthe von z unendlich werden und endlich reducirt der erste Theil dieser 
Gleichung sich^nur dann auf eine Constante, wenn, dadurch dass auch /ti verschwindet, alle 
drei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung unendlich werden. 

Weil femer die Lage einer geraden Linie von zwei Constanten abhängt, so können wir 
dieselbe, wenn die Curve der n, Ordnung gegeben ist, im Allgemeinen so bestimmen, dass 
zwei ihrer Durehschnittspuncte mit der Curve unendlich weit rücken. In diesem Falle einhält 
die gerade Linie ganz den Character einer Tangente, auf welcher' der Berührungspunct un- 
endlich weit liegt, und wir legen ihr den Namen Asymptote bei. Drei qder mehr Dureh- 
schnittspuncte mit einer geraden Linie können aber nur bei Curven von besonderer Art unend- 
lich weit liegen; alsdann wird die Curve von der geraden Linie in unendlicher Entfernung 
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osculirt. Es ist, wenn wir hd drei unendlich weit entfernten Durchsehnittspuncten stehen 
bleiben, die Asymptote als eine Tangente in einem unendlich weit gerückten 
Wendungspuncte anzusehen. 

14. Es sei hiernach • ' J2a = o 

die allgemeine Oleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung und 

p = o 
die Gleichung einer beliebigen geraden Linie P. Indem wir alsdann, den Bemerkungen der 
5. Nummer über Functionen - Bestimmung gemäss, .Qq als eine Function von p und irgend 
einer zweiten linearen Function, die wir z nennen wollen, betrachten, dann alle Glieder 
dieser Function, welche p enthalten, in dem Ausdrucke pß'n— i zusammenfassen, und endlich alle 
übrigen Glieder, die eine Function des n. Grades In z bilden werden, durch 9n(z) bezeich- 
nen, können wir die nachstehende identische Gleichung bilden 

flu = pi^—i 4r (pn (z). (1) 

Für die Durchschnitte der Curve mit der Linie P verschwinden snigleich iin und p, wonach 
die vorstehende identische Gleichung, zur Bestimmung dieser Durchschnitte, 

9n (z) = 

gibt Diese Gleichung muss, wenn zwei ihrer n Wumeln unendlich MTrden sollen, dadurch, 
dass die Coefücienten der beiden höchsten Potenzen von z verschwinden, auf den (fi~-2). 
Grad sich reducireii. Wenn also die beliebige gerade Linie P insbesondere eine Asymptote 
der Curve sein soll, so ist nothwendig, dass, indem 9n— «(z) eine Function des (n— 2). 
Grades in z darstellt, die obige identisdie Gleichung (1) die nachstehende Form annehme: 

ßn S fQ'^i-h 9ii— a(z). (2) 

Wenn wir durch ßn-s irgend eine beliebige Function des (n—S), Grades derselben beiden 
linearen Functionen p und x darstellen und der Kürze halber , 

ßii-., H- Xßn-3 = ßo-i , 
pßn-^ + 9)i,-4(z) = Jtlßo.-, , 

setzen, können wir die Gleichung (2) auch unter der folgenden allgemeinen Form schrriben: 

fln = pfln-x + Jtlfln-a. (3) 

Es behält diese Gleichung, nach der 5. Nummer, ihre volle Geltung, was für zwei 
lineare Functions wir auch für die beiden veränderlichen Grössen nehmen mögen, denn Sia , 
Qa-^i und ßo— a sind bezüglich die allgemeinen Functionen des tl, (n— 1). und (n—2). Grades. 

15. Wenn die Gleichung q=:o 

eine zweite, gerade Linie, Q, darstellt, welche ebenfalls eine Asymptote der gegebenen 
Curve der n. Ordnung sein soll , so miMs, wenn wir p und q als die beiden linearen Func- 
tionen, von welchen ß» abhängt, betrachten, und dann q gleich Null setzen, die Function ßa 
und also auch der' ihr identische zweite Theii der Gleichung (3), auf eine Function des (n— 2). 
Grades von p sich reduciren. ßi,-.3 reducirt sich stets auf eine solche Function; soll auch 
pßo^r , es thun, so muss sich ß^i^c , nach dem Verschwinden von q , auf eine Function des 
(11—3). Grades von p reduciren. Diess bedingt die folgende identische Gleichung: 

Setzen wir hiemach , der Kürze wegen , 

90 verwandelt sich die Gleichung (3) in die folgende: 

Wenn r = ü 

eine dritte Asymptote , R , der gegebenen Curve darstellen soll und wir etwa p und r als die 
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beiden unabhängigen linearen Functionen nehmen , so muss sieh iia , audi wenn wir r gleich 
Null setzen ; auf eine Function des (n—2). Grades in p reduciren. Es wird durch diese Vor- 
aussetzung bedingt , dass, M'eil q, als Function von p und r betrachtet, diese Grössen in 
der ersten Potenz enthält, die Function £i^^^ in der identischen Gleichung (4) durch das 
Verschwinden von r auf eine Function des (n— 4). Grades von p sich reducire und dass 

mithin: -ß^-a = rfl,^ - ^ß^.^ 

Setzen wir hiernach, der Kürze wegen, 

^Pqßa-4 + /^'-^l-a = /* ''^«U y 
so nimmt die identische Gleichnng (4) folgende neue Form an: 

ß„ ^ pqrß_3 + At'ßnU. (5) 

Wenn wir auf demselben Wege fortfahren , können wir alle Asympt4>ten der gegebenen 
Curve in ihrer Gleichung in Evidenz bringen. Die resultirende Form wird mit Hinweglassung 
der Accente durch die folgende identische Gleichung angezeigt: 

ß„ = pqr • . . st + iußn-2 , (6) 

in welcher das erste Glied des zweiten Theils ein Product von n linearen Functionen, denen 
die n Asymptoten der Curve P , Q , R . . . S , T entsprechen , und ßn^z eine vollkommen 
bestimmte Function des (n — 2). Grades ist 

16. Wir können die Form der letzten identischen Gleichung nach der Methode der un- 
bestimmten Coefficienten unmittelbar bestätigen, indem wir ßn als die allgemeine Function 
irgend zweier unabhängigen linearen Functionen betrachten und durch dieselben beiden linea- 
Ten Functionen und die gehörige Anzahl unbestimmter Constanten die allgemeine Function 
des (ii~2). Grades , ßa^a und die n linearen Functionen p , q , r . . s , t ausdrücken. Auf 
diesem Wege^ den ich in meinem Systeme der analytischen Geometrie *) in Beziehung auf 
die Curven der dritten Ordnung eingeschlagen habe, ergibt sich, dass die allgemeine Glei. 
chung. der Curven einer beliebigen n. Ordnung sich immer und zwar nur auf einzige Weise, 
auf die Form (6) bringen lässt. Es können die hiernach bestimmten linearen Functionen p, q, 
r . . s, t sowohl imaginär als auch reell sein ; aber auch im ersten Fall ist das Product die- 
ser Functionen , paarweise genommen , nothwendig reell. 

17. Auch ohne zwei lineare Functionen willkührlich anzunehmen, und die Methode 
der unbestimmten Coefficienten zur Bestimmung der in der Form (6) vorkommenden Functio-^ 
neu anzuwenden, können wir Alles aus dieser Form selbst entnehmen. Es ist 

pqr . . st + iwßn— ^ = 
die Gleichung der Curve ßo und indem wir zwei Constante auf jede der linearen Functionen 

im ersten Gliede und -f Constante auf ßn— » rechnen , erhalten wir , auch fi mit- 

gezahlt, im Ganzen 2«+ (n-8) (»^-D ^ ^ ^ »LJgJ) 

2 2 

Constante. Für Curven der n. Ordnung ist diess die nothwendige Constanten-Anxahl. Diese 
Constanten sind ferner von einander unabhängig, denn wir können die Constanten keiner der 
linearen Functionen , die in der Form (6) vorkommen , ändern , ohne diese Form selbst z« 
ändern. " Wir gelangen hiernach , auch ohne zu der Ableitung der Form (6) in der 15. und 
16. Nummer zurückzugehen , zu der Folgerung , dass die Gleichung der Curven der n. Ord- 
nung im Allgemeinen sich auf die Form (6) bringen lässt. 
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Diese Form zdgt darifi , dass sie zniH n. Grade ansteigt , dass eine Corve der iL Ord* 
mmg n As}inptoten haben kann, und weil diese Form die allgemeine ist, dass sie so viele 
Asymptoten haben muss. Aodi legt dieselbe Form dar, dass eine solche Cunre nicht mehr 
als n As]rmptoten haben kann. Denn wäre Z eine (ii+l). Asymptote und 

die Gleichung derselben , so mflsste ans der algebraisdien Verbindung dieser Gleichung mit 
der Gleichung der Curve eine Gleichung des (n— 2). Grades sich ergeben. Das l^oduct der 
n linearen Functionen des ersten Theiles dieser Gleichung müsste dadurch also auch, weil 
es nicht verschwinden kann, wenigstens auf denselben Grad sich reduciren* Setzen wir, 
un^ zu zeigen, dass diess nicht Statt findet, 

q ^ z+ap4-i^, 

r = z4-a'p + iS', 

s = z + a'p+i?', 
und so fort, so springt in die Augen, dass das Product pqr . . st so lange noch, auch 
nachdem wir z gleich Null gesetzt haben, p in der n. Potenz enthalt, als nicht einer der 
Coeffidenten a, a , a '. . • verschwlpdet. Wenn aber einer dieser Coefiicienten verschwindet, 
so redudrt sich dieses Product dadurch, dass die Linie Z ehier Asymptote der Curve parallel 
ist, auf den'(it— 1). Grad. Es reducirt sich nur dann auf den (n— 2). Grad, wenn zwei 
der genannten Coefficienten, etwa a und a , zugleich verschwinden, wonach zwei der n 
Asymptoten , nach unserer Annahme Q und R, beide der Linie Z und also auch unter einan- 
der parallel sind. Solche particuläre Beziehungen sind aber hier von unsem allgenieineti 
Betrachtungen einstweilen ganz ausgeschlossen. Die Curve kann also nicht mehr als n 
Asymptoten haben , und da diese in der fraglichen Form auf symmetrische Weise vorkommen, 
kann die Gleichung der Curve diese Form auch nur auf einzige Weise annehmen. 

18. Dass die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung nur auf einzige Weise 
die Form der Gleichung (6) annehmen könne, folgt aber auch, wenn wir uns nicht begntigeii 
wollen, diese Form ohne Weiteres hinzuschreiben und dann allein aus sich selbst zu deuten, 
aus der obigen Ableitung dieser Form. Wenn P irgend eine Asymptote der Curve ^n ist, 
so ergibt sich nach der 12. Nummer die folgende identische Gleichung : 

und wenn dann Q irgend eine zweite Asymptote derselben Curve ist, fordert die 15. Nummer: 

Wen^tch ist aber Q nicht nur eine Asymptote der Curve ßn sondern auch der Curve ßn—x, 
in der Art dass , ausser P , die gegebene Curve keine Asymptote haben kann , die nicht zu- 
gleich auch eine Asymptote der letztgenannten Curve wäre. Und, umgekehrt, jede Asymptote 
dieser Curve ist nothwendig eine Asymptote der gegebenen. Die Anzahl der Asympt^^ten 
einer CurvC' steigt also jedesmal um eine Einheit , we;nn die Ordnung der Curve um Eins 
wächst: und ist also dieser Ordnung gleich. 

19. Die Form der identischen Gleichung: 

ß;, = pqr . . St+iW-ßa-a , 

ist dadurch algebraisch bedingt, dass eine gegebene Function des n. Grades von zwei wibe- 
kannten Grössen , nach Hinzufügung einer gehörig bestimmten Function dieser Grössen, 
welche bloss bis zun (»—2). Grade ansteigt, im Allgemeinen sieh in nFactoren 
des ersten Grades zerlege« lässt 

Wenn wir dieselbe Form geometrisch deuten, so erhalten wir den nachstehenden, in seiner 
idlgemeinen Aussage schon von Herrn Poncelet gegebenen Satz. 

Eine Curve der n. Ordnung wird von ihren n Asymptoten in solchen 

3 
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ii(ii->2) Puncten gesohnitten, ^welche alle a»f den Umfange ein und der- 
selben Curve der (n— 2V Ordnung liegen. 

So liegen zum Beispiel die drei Durchschnitte einer Curve dritter Ordnung mit ihren 
drei Asymptoten in gerader Linie, die 4. 2=8 Durchschnitte einer Curve vierter Ordnung 
mit ihren vier Asymptoten auf einer Linie zweiter Ordnung. Und so weiter. 

20. Diejenige Curve , welche durdb die Gleichung 

ß„^ = o 



dargestellt wird , hängt , weil es die allgemeine der (n—^i), Ordnung ist , von ^ ^ 

Constanten ab , und ist durch eine gleiche Anzahl gegebener Pnnde, durch welche sie gehen 
muss y vollkommen bestimmt Wenn also von den n (n — 2) Durchschnittspuncten dieser Curve 

mit den n Asymptoten der gegebenen Curve n. Ordnung ^ ""^ ' gegeben sind, so sind 

dadurch zugleich auch die Uebrigen " '^^^'~' J . vollkommen bestimmt Es tritt uns hier- 

nach die Frage entgegen, nach welchem Gesetze wir, zur geometrischen Bestimmung einer 
Curve n. Ordnung , deren n Asymptoten gegeben sind, auf diesen verschiedenen Asymptoten 
die gehörige Anzahl von Durchschnittspuncten annehmen können. 

Um dieses Gesetz darzulegen, wollen wir von den n Asymptoten d^ Curve in der Glei- 
chung derselben nur eine beliebige Anzahl m, nemlich P, Q • . in Evidenz treten lassen. Die 
Form dieser Gleichung ist nach der 15. Nummer die folgende: 

die wir, indem wir, nach der, am Ende der 4. Nummer festgestellten, Bezeichnungsweise, 

pq • ~ @m 
setzen, auf die nachstehende Art schreiben wollen: 

©«ß— H-Atß;., = o. (1) 

In dieser Form sind die beiden Functionen Sia^m und Sla-^x durch die gegebene Curve nicht 
absolut bestimmt, und die bezüglichen Curven stehen daher auch in keiner ausschliesslichen 
Beziehung zu der gegebenen. Denn, wenn wir durch ßn— n— « eine durchaus willkührliche 
Function des (n— m— 2). Grades bezeichnen und dann 

fl_„~Xß_^, = ß_„, (2) 

setzen , können wir die Gleidiung (1) auch in die folgende verwandeln : 

ß* 4-u"ß" = 
welche ganz dieselbe Form hat , und in welcher dieselben m Asymptoten in Evidenz treten. 
Die beiden neuen Curven ü^^^^ und ß^^ stehen also ganz in derselben Beziehung zu der 

gegebenen Curve der n. Ordnung als die frühem beiden Curven ^^..n nnd ß„.^ ; und zwar 

kann ß,^, was die Gleichung (3) zeigt, jede beliebige Curve sein, welche wie die Curve 

^^_^ durch die Durchschnittspuncte der gegebenen Curve der n. Ordnung mit ihren m As)in- 

ptoten 9„ geht , und ß^.^ , was aus (2) sich ergibt , jede beliebige Curve der (ii— m). 
Ordnung , welche wie die Curve ßa— m, die tibrigen {n—m) Asymptoten der gegebenen Curve 
zu den ihrigen hat *) Nachdem aber eine der beiden Curven ßi^^^ ^' ^o— a > ^^^ ^^^ 



*) Was die leUlere Behatiptuag betrifft to.kviuiMi vir, um die fraglicben (h— la) Atynptoten in Evidenz 
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erstgenannte, durck willkflhrliche YoransseüRinf en bestimmt worden ist , ist es die andere 
ebenfalls dureh ihre Bejielmg m der gegebenen Cnrve ün. Es «eigt aber die Gleichung 

(3), dass die Curve i3^_, von so vielen willkllhrHchen Constanten abhängt, als die ganz 
willkOhilklie Piadion fßo— a, neaUidi von / fa-»»-2Hit~m-fl) ^ A (^^^ j^^ ^^ 

gleich die Anzahl der überzähligen Constanten in der Form der Gleichung (1).) Wir können 
diese Curve also durch eine gleiche Anzahl von Puncten, die wir willktihrlich und unabhän- 
gig von der gegebenen Curve i}., annehmen, legen und dadurch vollkommen bestimmen* 
Im Ganzen sind aber zu der vollständigen Bestimmung einer Curve der (it— 2). Ordnung 

^ ^^ ^ Puncte erforderlich und hinreichend, also ausser den schon willkttbrlich ange- 
nommenen nur noch: 

fn— 2)(iH-l) (w— m— 2) (n—m+l) . _^. ^^ m(m— 3) . , 
2 2 l==m(it~2) g Isl. 

So viele Puncte können wir also unter den m (n—2) Durchschnittspuncten, in welchen Über- 
haupt die gegebene Curve ün von ihren h Asymptoten @b geschnitten wird , beliebig aus- 
wählen*. Dann sind die übrigen dieser Durchschnittspuncte, deren Anzahl noch 

m(m— 3) 



2 



+ lsy 



beträgt , durch die beliebig angenommenen bestimmt Diese Anzahl ist , wie man sieht, von 
n, dem Grade der gegebenen Curve, unabhängig. 

Wir können also auf m geraden Linien , welche ganze Zahl m auch bezeichnen mag, 
nie mehr als X Üurchschnittspuncte zur Bestimmung einer Curve der n. Ordnung, welche die 
m geraden Linien unter ihre Asymptoten zählt, willkfihrlich annehmen* Alsdann sind die 
übrigen y Durchschnittspuncte vollkommen bestimmt. Ffir m=l und nt=2, ergibt sich y=o; 
^wonach man auf einer und auf zweien Asymptoten alle Durchschnittspuncte beliebig anneh- 
men kann. Der Zuwachs den y erhält , wenn nir von (m— 1) zu m übergehen , betragt 

2 2 ^ * 

W>nn wir also auf (m— 1) Asymptoten das maximum der willkührlichen Durchschnittspuncte 
bereits angenommen haben , können wir auf der m. Asymptote nur noch 

(n— 2) — (m— 2) = »— m 
neue Durchschnittspuncte willkührlich annehmen. 

Wenn wir als Beispiel die Curven der 7. Ordnung nehmen, so können wir, zur Bestim- 
mung einer solchen Curve, auf der ersten Asymptote alle 5 Durchschnittspuncte beliebig an- 
nehmen , ebenso auch noch auf der zweiten ; hernach aber können wir auf der dritten nur 4, 
dann auf der vierten nur 3, auf der fünften nur 2 Durchschnittspuncte, endlich auf der sech- 
sten nur ein eil und auf der letzten keinen Durchschnittspunct mehr, willküfarlich anneh- 
men. Im Ganzen können wir also 



zu bringen, folgende identische Gleichung bilden: 

und indem wir auf beiden Seiten die ganz willkührliche Function qSIc m-^ft addiren , und (2) be- 
rücksichtigen . ä1_«, — ö« -. + <f*Sl*' ^ , , 



, tt 



wobei Sl" ... so willkQhrlich alt ^' . betrachtet werden kann. 



./ 
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Durdischnittspuncte willkübrlich aunehnen, durch n'eJcfae eane eiasife Curve der 5. Ordoung 
sich legen lässt, und danu siud durch diese Puncte die ttbrigen 

0+0+1+2+3+4+5 s 15 = 7. 5—20 
Durchschnittspuncte der Curven der 7. Ordnung mit ihren sieben As}inptoteB vollkommen 
bestimmt 

21. Die Noth wendigkeit der Resultate^ zu denen wir in der vorigen Nummer gelangt 
sind, liegt, für den Fall, dass n=S und n=4, unn^ttelbar vor Augen. Denn in dem erstem 
Falle ktfiknen wir offenbar nur auf jeder von zwei Asymptoten einen einzigen Pnnct will*, 
kührlich annehmen ; weU der Durchschnitt auf der dritten Asymptote mit den beiden ersten 
Durchschnittspuncten in gerader Linie liegt. Im letztern Falle liegen alle Durchschnitts- 
puncte auf einem Kegelschnitte, und dieser ist durch zwei Puncte auf jeder von zwei Asym- 
ptoten und einem fünften Puncte auf einer dritten Asyanftote vollkommen bestimmt Auch 
für den Fall, dass n=5, sieht man die Nothwendigkeit noch ein. Alsdann liegen nemlich 
die 15 Durchschnitte der Curve mit ihren fünf Asymptoten alle auf einer Curve der dritten 
Ordnung. Wenn wir aber auf drei Asymptoten « 

3+3+2 = 8 
Puncte willkübrlich annehmen, so ist, nach dem von mir zuerst aufgestellten Satze d^r 7. 
Nummer, bekannt, dass durch acht Puncte überhaupt unendlich viele Curven der dritten Ord- 
nung sich legen lassen und dass alle diese Curven ausserdem noch in ein und demselben 
neunten Puncte sich schneiden , welcher im vorliegenden Falle , weil das System der drei 
Asymptoten als in die Reihe dieser Curven gehörig , zu betrachten ist , nothwendig auf der 
dritten As)inptote liegt Damit aber die fragliche Curve dritter Ordnung vollständig bestimmt 
sei , ist erforderlich , dass (auf einer vierten Asymptote) noch ein neuer Punct angenommen 
werde. 

Wir erkennen überhaupt leicht, dass die in Rede stehenden Resultate durch einen all- 
gemeinen Satz bedingt sind, der in den vorliegenden Betrachtungen nur eine specielle An- 
wendung erhalten hat Dieser Satz bezieht sich nemlich offenbar auf die Gesetze, nach de- 
nen wir auf einem Systeme von geraden Linien die gehörige Anzahl von Puncten annehmen 
können , wenn durcfh diese Puncte eine Curve von einer gegebenen Ordnung sich legen lassen 
soll. Für n=6 particularisirt dieser Satz , wie sogleich hervortritt , sich dahin , dass alle 
Curven der vierten Ordnung, welche durch 

4+4+3 = 11 
Puncte gehen, wddie auf drei geraden Linien vertheilt liegen, die dritte dieser Linien in dem- 
selben 12. Puncte schneiden ; dass femer, wenn diese Curven vierter Ordnung überdiess eine 
vierte gerade Linie in zwei willkübrlich angenommenen Puucten schneiden, diese Curven alle 
auch noch durch zwei andere feste Puncte derselben vierten geraden Linie gehen, und zur 
vollständigen Bestimmung der Curve nur noch ein letzter Punct (auf einer fünften geraden 
Linie) nothwendig ist Wir durchsehen endlich bald, dass die Systeme von drei und vier 
geraden Linien hierbei nur die Rolle von Curven der dritten und vierten Ordnung spielen; 
und dass der allgemeine Satz, zu dem wir auf diesem Wege durch Induction geführt wer- 
den , der Satz der 9. Nummer ist, nach welchem alle Curven der n. Ordnung, welche durch^ 

solche (»y~(''-^ä-- — *" i) ) Pwicte gehen, die auf dem Umfange ein^r Cürve der q. 

Ordnung (wobei n>q—l und f>2) willkübrlich angenommen worden sind, diese Curve 

ausserdem auch noch in denselben ( ^ "^ — hl) festen Puncten schneiden. 
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Ic& halie üb Bcnerkimfeii der voriiegenden Numner nicht Ar fiberflttssig; es wird diffch 
dieselben den Resultaten der vorigen Nummer ihre richtige Stelle angewiesen , damit das 
ZufUlige einer Einkleidung^ die einer besondem Anwendung entspricht , nicht als das We- 
sentliche erscheine. 

2S. Zur voUstindigen Restinmung der durch die allgemeine Gleichung 

dargestellten Curve n, Ordnung , bleibt , nachdem . ihre it Asymptoten und die Curve Ql^» 
bekannt sind, nur der Coefficient /u zu bestimmen noch fibrig. Wir können (nach der & 
Nummer) den Werth der Fimction 0n bezogt auf einen beliebigen Punct, ak ein Product 
aus n Segmenten , die auf einer durch diesen Ponct gehaid» geraden Linie, deren Richtung 
von Vorne herein beliebig bestimmt worden ist, zwischen dem Puncte und. den ii Durchschnitten 
mit den Asymptoten liegen und andrerseits iSn—a als ein Product aus denjenigen (n— 2} Segmen* 
ten, welche, auf derselben geraden Linie, zwischen dem Puncte und den (n— 2) Durchschnitten 
mit der Curve ^2;«-^ liegen, nachdem wir überdiess noch jedes Product mit einem von Vorne herein 
angenommenen Constanten Coelftcienten multiplicirt haben, betraditen und construiDcn. Von dem 
Quotienten dieser beiden constanten Coeffldenten hangt der Werth von /u ab. Ist dieser Quotient 
durch eine wiUklkhrliche Aimahme einmal bestimmt, so erhalt man aus der Gleichung der C^urve: 

0a 

f^^ — n — 

wodurch fi gefunden wird, wenn man, nachdem das Asymptoten - System @n und die Curve 
ßa-a g^eben sind , noch einen letzten Punct der Curve fln kennt, welcher auf keiner ihrer 
n Asymptoten liegt, und dann auf diesen Punct die Functionen @a und iia^z der vorstehen- 
den Gleichung bezieht 

23. Eine Curve der n. Ordnung ist nach den vorhergehenden Nummern im Allgemei- 
nen also dadurch auf lineare Weise bestimmt , dass man 

erstens ihre n Asymptoten; 

zweitens auf diesen n Asymptoten ^^-^^^^J Durchschnittepuncte, welche jedoch 

so auf im verschiedenen Asymptoten verthcilt sein müssen , dass (indem wir durch « nach 
einander alle ganzen Zahlen die kleiner als n sind , bezeichnen) auf je beliebige m Asym- 
ptoten mindestens ^üll^zl} ^ t\ Puncte weniger kommen, als auf dcnselbca im Ganzen 

wirklich liegen; 

drittens einen letzten Punct der Curve, welcher nicht auf den Asymptoten liegt, 
willkührlich annimmt 

24. Wenn A die aUgemeine Function des n. Grades bedeutet, so ist in der identischen 
Gleichung i2n = 0n + /ußo-. . ^^^ 
ßn-a die allgemeine Function des (»—2). Grades und wir erhalten also auch die neue idcn- 
tische Gleichung: 

in der das erste Glied des zweiten TheUs ein Product aus («—2) linearen Funcüonen und 
ßo-.4 die allgemeine Function des (n--4}. Grades ist Die Mentinche Gkichung (1) nunmt 
hiemach auch folgende Form an : 

ßn = 0a -f- jUÖfl-Ä-hrßn— 4- 

Wir köitten femer in dieser neuen Gleichung 

ß„^4 = 0„-4 4- ^ßn-€ ' a A A h 

setzen und so fortfahren, bis zuletzt bloss Producte von lineare» Functionen in dem Ausdrucke 
für iia vorkommen , wobei in jedem folgenden Producte die Anzahl der Factoren- um zw« 
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Binheiteii «bnimnit. A«f diesem Wege gdangen wir tu der nadistebendea aUf eaeiiteii Glei- 
chwig fQr die Curvea der tt Ordnung: 

00-f /'0»-. + y0n-^ + (>0n-6 + - • • - 0, (2) 

eine Gleichung , die, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, mit einem Gliede, 
das auf eine blosse Cmistante oder auf eine lineare PuncÜMi sich reduiärt, abbricht So er- 
halten wir zum Beispiel für Curven der 6. und 7. Ordnung die folgenden allgemeinen Glei- 
chungen: %+iU04-4-»02 + (> = o, 

©7 -f iM05 -i-yGa •+• pp = o. 
In der allgemeinen CMddhmg der Curven n. Ordnung unter der Form (2) treten, den 
& entsprechend , verBChiedene Gruppen gerader Linien in Evidenz. Wenn n eine 



gerade Zahl ist, so beträgt die Anzahl aller geraden Linien dieser Systeme ^ j- — , w enn 

n eine ungerade Zahl ist, — j — . Wenn wir jeder Function @, wie in der obigen Gleichung 

einen constanten Coefüdenten hinzufügen, so sind diese Functionen als gegeben zu betrach- 
ten , wenn die entsprechenden geraden Linien es sind. Die Anzahl dieser Coefiicienten in der 
Gleidiang (t) beträgt, nach Fortschafiiing des etwaigen CoefGdenten der Foaction Ga , wenn 

n eine gerade Zahl ist, - und wenn n eine ungerade Anzahl ist, --^^. Hiernach erhalten 

wir, indem w^r für jede gerade Linie zwei Constante zählen, im Ganzen 



1)2^1 n I 

2 



4-1)» . »— 1( 



Constante , also die hinreichende und nothwendige Anzahl für Curven der n. Ordnung. Nach- 
dem die verschiedenen Functionen bestimmt worden sind; kann man die constanten Coefii- 
cienten f(, i', ^ . . ., welche in der Gleichung (2) vorkommen, durch eine gleiche Anzahl 
gegebener Puncto der bezüglichen Curve bestimmen. Denn für jeden solchen gegebenen 
Punct erhalten jene Functionen bestimmte Werthe, wonach jeder zu einer linearen Gleichung 
zwischen diesen Coefiicienten führt. Also: 

Eine Curve der it. Ordnung lässt sich, im Allgemeinen, 

1) wenn n eine gerade Zahl ist, durch . ^ (in bestimmter Be- 

4 

Ziehung zu derCurve stehenden) geraden Linien und - ihrer Puncte, 

2) wenn n eine ungerade Zahl ist, durch — j — solcher geraden Li- 

u 1 

nien und — s- ihrer Puncto 

z 

vollständig und auf einzige Weise bestimmen. — 
25. Die Form der CMeicbmig 

0n +//ß«-a=0 

kann, weil sie nur die nothwendige Anzahl von Constanten enthält, sich nicht weiter par- 
ticularisiren , wenn sie die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung bleiben sril. Jeder 
Particularisation dieser Form entsprechen untergeordnete Curven-Gattungen und die Stufe der 
Unterordnung bestimmt sieh durch die Grösse der Reduction in der Anzahl der Constanten« 
Wir wollen hier zunächst diejenigen Form-Beschränkungen ins Auge fassen, weiche dadurch 
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bedingt sinil, itM die Curren ei^er beliebigen n. Ordnung escifirende Asympteien haboi und 
minäcbst denjenigen FaH betrachten, wo eine einzige solche A83rAplote verbanden ist, auf 
der aber die Osculation zu irgend einer beliebigen, Ordnung ansteigt 

Wenn die Curve £ia eine dreipunctig osculirende Asyaipiete, P, bat, das heisst, 
wenn es eine solche gerade Linie gibt , welche die Curve nur in (n — 3) Puncten schneidet, 
weil drei Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, so findet nothwendig, wenn wir, 
der 14. Nummer gemäss, fQr die Gleichung der Curve, in welcher überhaupt die gerade 
Linie P als Asymptote in Evidenz tritt , die folgende nehmen : 

pfl;,-..+/iß^-p, .(1) 

damit diese Gleichung durch die Annahme , dass p verschwindet, auf den (n— 8}. Grad sich 
reducire, eine identische Gleichung von nadistehender Form Statt: 

Setzen wir hiemach 

80 ergibt sich fOr die Curve die folgende Gleichung . 

pfla«., + aßn-3 = , (3) 

in welcher P als eine^ dreipunctig osculirende Asymptote in Evidenz tritt- Die iden- 
tische , Gleichung (2) zeigt, dass die gewöhnliche Asymptote P dadurch in eine dreipunctig 
osculirende übergegangen ist, dass sie einer Asymptote der Curve Qa^-» parallel geworden ist. 
Wenn die Asymptote P der Curve (1) eine vierpunctig osculirende sein soll , so wird 
dadurdi aus ähnlichen Gründen eine identische Gleichung von folgender Form bedingt: 

ßo_ = pß:„3 + eß^4. . (*) 

und inden wir, der Kfirse halber, 

setzen, geht die Gleichung (1) in die folgende über: 

pßo_, 4-(>ßn-4 = O, (5) 

in welcher P als vierpunctig osculirende Asymptote in Evidenz tritt Die identische 
Gleichung (4) zeigt, dass diese vierpunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve eine 
gewöhnliche Asymptote der Curve Sia^i ist 

Wir können auf dem betretenen Wege weiter gehen, und erhalten , wenn P eine mpun- 
ctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve (1) sein soll, als Bedingung die identische 

Gleichung : Si^^ = pß^lj + x^,,^ t W 

und indem wir -Q;..^-pß^=ß^. 

setzen, für die allgemeine Form der Gleichung der Curve, in welcher P als »functig 
escnlirende Asymptote in Evidenz tritt, die folgende: 

pßi,«.x-f;fß«.„ = o; (7) 

P ist zugleich, was die identische Gleichung (6) zeigt eine (m— 2) punctig osculirende Asym- 
ptote der Curve ßi,-.2. 

26. Die Gleichungen der vorigen Nummer, in welchen die nach verschiedenen Ordnun- 
gen osculirende Asymptote P in Evidenz tritt, enthalten noch überzählige Constanten, die 
wir indess durch eine einfache Form - Aenilemng fortschaffen können. Wir wollen hierbei 
die allgemeine Gleichung, die sich auf eine mpunctige Osculation bezieht: ' 

pß_. + (»ß,^„=o (1) 

zu Grunde Jegen , und die beiden Fälle , dass m eine gerade «nd ungerade Xahl br dentet, 
unterscheiden. • 
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Ist m ekle gerade 2$Mj so können wir nacli der M« Nanmer die Pnnctien i3o^t avf 
folgende Weise entwickeln: 

wonach , w^in wir der Kürze wegen 

setzen, die Gleichung der Curve (1) in die nachstehende übergeht: 

p[0n-i 4- iM0n-3 + • • + (TÖn-m+i ] + Tß„-a ^^ ; (2) 

eine Gleichang, welche gerade die nothwendige Anzahl von Constanten enthält, nemlich 

Ist m eine ungerade Zahl, so ergibt sich 

und wenn wir diese Entwicklung in die Gleichung der Curve einsetzen: 

Diese Gleichung enthält, der Form ihrer beiden letzten Glieder wegen, fortwährend über- 
zählige Constanten, die fortzuschaffen uns noch obliegt Wir können immer einen constanten 
Coefficienten a so bestimmen, dass 

was augenfällig ist, sobald wir alle Functionen uns von p und irgend einer zuzeiten linearen 
Function abhängig denken. Hiernach können wir jene beiden letzten Glieder auf folgende 
Weise uniformen: 

indem wir, der Kürze halber, 

setzen. Auf diese Weise eriialten wir für die Gleichung der Curve die folgende, mit der 
Dothwendigen Anzahl von Constanten: 

p[0n-x 4- iU0|, J.3 + . • 4- aGn-^m+z ] +7(pH-tt)0a-« + ißn-n-t = 0. (3) 

Wir hätten die Gleichungen (2) und (3) unmittelbar aus der Form der Gleichung (2) 
der 24. Nummer herleiten können und unmittelbar tritt in diesen Gleichungen P als eine mpun- 
ctig oaeriirende Asym^te in Evidenz. 

Wenn wir beispielsweise ]i=7 Mzen, so erhalten wir, indem wir m von 2 bis 7 wach» 
sen lassen die folgenden Gleichungen: 

p0«+A*fi5F=o , 
p06+ie<(p+a)0rf ''•Qs==:o , 

p[06-f /«0J+Kp-*-a)024^»=o , 

P[06rhiW0«+^»'0jl4-pZ=O , 

p[^+iu0rH^2+(»]+a=iH). 
Die Asymptote P , welche in allen diesen Gleichungen in Evidenz tritt , ist in dem Falle der 
ersten , wekhe die allgemeine Gleichung des n. Grad« ist , eine gewöhnliehe Asymptote ; in 
den Fällen der folgenden fünf Gleichangen ist sie eine «oscnlirende und die Ordnung der 
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Oscttiation steigt von einer dreipanctifen sdurittwei^e bis 211 einer si eben piinc%en, indem 
die Curve sich immer mebr particalarisirt Hierbei vermindert sieh die AnMhl der Constan- 
ten, welche in der , aUgemeinen Gleichung 85 beträgt, in jeder folg^iden Okichong um 
eine Einheit. 

27. Wu wollen sogleich eü der Betrachtung derjenigen Fälle , wo die Curve mehrere 
osculnrende Asymptoten hat , übergehen. Die Ordnung des Contactes ist hier , wefan wir 
mehrere Asymptoten zugleich betrachten, nicht mehr eine uidbeschränkt willkflhrliche, sondern 
sie ist bestimmten Gesetzen unterworfen, die wir jetzt zunächst entwickeln wollen. 

Die Curven einer beliebigen n. Ordnung können, in hesondern Fällen, 
Asymptoten haben, welche die Curven alle* nach derselben Ordnung 
osculiren und diese Ordnung kann hierbei durch alleZwisehenstufen hin- 
durch bis zu einer npunctigen anstößigen. 

Die folgende Gleidiung 3» +iui4.-»=o (1) 

stellt eine sokhe Curve dar , d^ren n Asymptoten mpunctig osculirende sind. Torausgesetzt 
wird hierbei, dass die Function i^n— n die allgemeine ihrer Ordnung sd; stände sie in par- 
ticulärer Beziehung zu einzelnen der linearen Factoren des ersten Gliedes &n y so könnte die 
Ordnung des Contactes fttr die bezüglichen Asymptoten noch höher ansteig^i. Wenn ii=3ii 
und alle Asymptoten also nach höchster Ordnung osculiren, so redudrt nch die Function Qn^^n 
auf eine blosse Constantis. 

Die Form der vorstdienden Gleichung ist eine vollkommen bestimmte, sie enthält keine 
überflüssigen Constanten. Zählen wir diese Constanten, so finden wir 

hlj 

Einheiten weniger reducirt, als auf den n gewMinlichen Asymptoten Durchschnittspuncte mit 
der Curve unendlidi weit gerückt sind, damit diese in mpunctig osculirende sidi verwandeln. 
Es gibt also weniger verschiedene Fälle als man allmählig Durchschnittspuncte der Curve 
mit ihren Asymptoten auf diesen sidi unendlich weit gerückt denken kann: das heisst, nicht 
alle Voraussetzungen über die Ordnung deir Osculation der einzelnen Asymptoten sind statthaft; 

S8. Wenn eine Curve der n. Ordnung nur solche Asymptoten hat, die 
wenigstens mpupctig osculiren, so kann die Anzahl der mehr als mpun* 
ctig osculirenden von 1 bis n— m steigen, ausserdem aber nur noch n be- 
tragen. 

Wir überzeugen uns sogleich von der Richtigkeit dieser Behauptung. Denn, bringen 
wir in dem ersten Gliede der letzten Gleichung dne Asynytote P in Evidenz: 

p0n-.i -f iuft»-» = , 

so muss, wenn p eine (m+1) punctig osculirende Asymptote sein soll, die nachstehende 
identische Gleichung Statt flndmi: 

damit, wenn p verschwindet, sich die Function Ho^m auf den (n— m— 1). Grad redudre. 
Wenn ausserdem auch Q eine (m+1) punctig osculirende Asymptote sein soll , so ergibt sich 
aus dem Grunde, dass Qa^m auch durch das Versdi winden von q sich auf den (n— m— l). 
Grad reducire , die folgende von Neuem beschränkte Form dieser Function : 

Auf «iiesea Wege der Paiticularimtion ktanea irir weiter gehen , da aber die Fmetioii Qn-m 

4 
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MT bis man, (ji— m). Orade sick erhebt , so können ron den n linearen Fonetionen 6a andk 
nnr (»— m) als PacCoren in dem ersten Gliede der BnlwicUun|^ von i2i,^Bi erscheinen. Es 
kann also auch jede Zahl von As^^mptoten, die melHr als mpunctii^ osculiren bis zor Qränze 
(^_jii) vorhanden sein. Der Fall, dass alle Asymptoten mindestens (m+l)punct]g osculiren, 
wird dadurch bedingrt, dass der Grad der Function iia^m um eine Einheit sich reducirt. 
Somit ist der an die Spitze. dieser Nummer gestellte Satz bewiesen. Wir binnen denselben 
auch in die nachstehende Aussage einkleiden. 

Die Anzahl der mpunctig osculirenden Asymptoten ein^r beliebigen 
algebraischen Curve, wenn diese Curve überhaupt solche aber keine 
minderpunctig ösculirende Asymptoten hat, beträgt wenigstens in. 

Es kann hiernadi zun Beispiel eine CurVe von beliebiger Ordnung niemals bloss eine 
einzige gewöhnliche Asymptote haben , sie hat deren , wenn iberhaupt solche Asymptoten 
vorhanden sind wenigstens zwei. Wenn die Curve keine solche Asymptoten- bat, wohl aber 
dreipunctig osculirende, so beträgt die Anzahl dieser wenigstens drei. Wenn auch keine 
dreipunctig wohl aber vierpunctig osculirende Asymptoten vorhanden sind , so beträgt die 
Anzahl dieser letztem wenigstens vier; und so weiter. 

29. So lange die Curve nicht ttber den 4. Grad hinausgeht, gibt der Satz der vorigen 
Nummer vollständig alle diejenigen Fälle, welche ausgeschlossen bleiben. Wir wollen 
zur Unterscheidung der verschiedenen Fälle jede Asymptote durch diejenige Ziffer darstellen, 
welche die Anzahl der auf ihr unendlich weit entfernt liegenden Durchschnittspuncte mit der 
Curve angibt und dann alle Ziffern, welche den einzf Inen Asymptoten der Curve entsprechen, 
neben einander stellen. So wttrde zum Beispiel das Symbol 332 eine Curve der dritten 
Ordnung anzeigen die eine gewöhnliche und zwei dreipunctig osculirende Asymptoten hätte. 
Eine solche Curve ist nach dem Vorstehenden unmöglich. Für die drei möglichen Fälle von 
Curven dritter Ordnung erhalten wir hiernach die folgenden drei S}inbole: 

222 322 333. 

Fflr Ji=4, stellt das nachstehende Schema die möglichen neun Fälle dar: 

2222 3322 3333 

3222 4322 4333 

4222 > 4422 4444. 

30. Aber neue Beschränkungen treten ein , ' wenn die Ordnung der Curven grösser ist 
als vier. Eine aufinerksame Betrachtung der Form unserer Gleichungen lässt dieseiben 
unmittelbar erkennen. 

In der nachstehenden Gleichung 

©h fti-r* -f iUfln-m = 0, (1) 

die wir durch Entwicklung der Function ßa^b (15) auch unter der folgenden Form schrei- 
ben könnnen : ©h (0o-h + A-h-a) + fi^n^m = o 

treten h Asymptoten, welche alle die Curve i^punctig osculiren , auf die allgemeinste Weise 
in Evidenz. Es reducirt sich diese Gleichung auf den (n— m). Grad, wenn wir nadheinan* 
der jeden der A linearen Factoren der Function @h verschwinden lassep. Aber andrerseits 
reducirt sich dieselbe Gleichung nMr auf den (n— 2). Grad, wenn wir einen der (n—h) linea- 
ren Factoren von ©n— h gleich Null setzen, wonach diese Factoren im Allgemeinen (n — h} 
gewöhnliche Asymptoten der Curve anzeigen. Soll aber insbesondere eine dieser Asymptoten, 
P , eine Ipuncti^ osculirende sein, so ist , indem wir dieselbe in der Function /3n.h in Evidenz 
bringen (26), nothwendig: 

damit die Gleichung (1) durdi das Verschwinden von p auf den (n— !)• Grad sic^ reducfare. 
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Diege Qleichuiig* g^ht hiernach in ilie folgende übc^ :• 

Wenn die h erstgenannten Asymptoten rile nach biM;hster Ordnung, also npnnctig osculiren, 
so reducirt sich i2;i..-iB auf eine Constante. Seüien wir Überdiess A=2, so kommt: ^ 

©jCpßo-^ + XQ^^^^ + /ti ==^ o. 
hl dieser' Gleichung kann I von 2 durch jede Einheit hindurch bis (n— 2) wachsen , wobei 
die Asymptote P ron einer gewöhnlichen in eine osoulkrende ttbergeht, und die Ordnung der 
Osculation aUmaUig steigt, bis die Asymptote eine (ii — 2)^unctig osculirende wird. Alsdann 
erhalten wir, indem die Function i^Q«.»..! auf eine Constante sieh reducirt, 

02(pfti-3 4-:L)+/^«o; 
und weiter kann dann die Ordnung des Contaetes, auf der Asymptote P, nicht steigen, als 
nur dadurch dass X verschwindet Dann aber steigt diese Ordnung sogleich zu einer npun- 
ctigen, wobei die letzte Gleichung in die nachstehende Form übergeht: 

@3J2n-^ + ^ =s 0. 

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen : 

Es können von irgend drei Asymptoten einer Curv^ n. Ordnung nicht 

zwei die Curve npunctig und die dritte bloss (ift*-l)punctig osculiren. 

31. Ausgeschlossen ist , nach dem vorstehenden Satze, für n=5 audi nach Berttcksich. 

tigung ier Beschrankungen der 28. Nummer , noch d^enige Fall , der durch das folgende 

Symbol bezeichnet wird: ftS42i. 

Sonst treten, fdr »==5, keine weitem Ausnahmen ein, und wir erhalten mit Bdbehaltung 
der Bezeichnung der 29. Nummer , das folgende Schema von 28 verschiedenen Fallen : 

22222 54322 

32222 55322 

42222 . 44422 

52222 54422 

33222 55522 



43222 


33333 


53222 


43333 


44222 


53333 


54222 


44333 


55222 


54333 


33322 


55333 


43322 


44444 


53322 


54444 


44322 


55565. 



32. Nadk unserer Verfahmigsweise können wir unmittelbar die allgemeine Form der- 
jenigen Gleichung, die jedem einzelnen Falle entspricht, hinschreiben und erhalten somit 
die nachstehenden 28 Gleichungen, in einer solchen Aufeinanderfolge, wie sie den 28 Sym- 
bolen des vorstehenden Schema entqnrechen. Es springt hierbei die Art deuUkh in die Augen, 
wie jede neue Particularisation durch das Verschwinden einer eimrigen €oBStattten erfolgt. 
Alle nachstehenden Gleichungen schUessen £e gerade nothwendige Anzahl von Constanten 
ein , und diese Anzahl erhalt man unmittdbar , wenn man fiir jede lineare Function zwei 
Constante rechnet und die, durch griechisehe Buchstaben bezeichneten Constanten hinzuzählt. 

pqrst + kurw + jmä = o, 
^ pqrst 4- X(p+a)vw 4- A^x =? o , . 

pqrst + Apvw + A<x = o , 
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^, pqnt + Xpvw + /Kp+ '»0, 
pqrst + X(p+aKf4^)w + /(Xso, 
pqrst + Ap(^)ir + fix ^^ o, 
pqrsC + Ap(q+/»)w + ^p + d s o, 
pqrst -1- Apqw + fiX — o, 
pqrst + Ipqw + jup + J == o , 
pqrst -f- Apqw + ' = o , 

pqrst + Ä(p+aXq+/5Xf+y) + MX = o, 
pqrst + ^p(q-HJ)(r+y) + /nx = o , 
pqrst + Ap(q4-/?Kr+y) -f /up + J = o , 
pqrBt + Apq(r+y) + jux = o, 
pqrst + ApqCrH-y) + /up + * = o, 
MWt + ^pqfr+y) + * = , 
pqrst + Apqr + jux = o , 
pqrst »+ Apqr + A«P + ' "^ o , 

pqrBt + Apqr + J «= o , . • 

pqrst + mv + J = o , 
pqrst + J«(p-H»)v + J = , 
pqrst -I- xpr + rf = o, 
pqrst + x(p+aXq+iS) + * = o, 
pqrst + xfiq-hß) + * = o, 
pqrst + «T? + J = , 
pqrst + fix = o, 
pqrst + /up + J = , 
pqrst -f. * =s o. 
33. Für Curven der 6. Ordnung wird die AnnUiI der als unmöglich aussuscUiessenden 
Falle schon grösser. Nach dem Satae der 30. Nummer ist hier zuvörderst die durch das 
Symbol 665 angezeigte Asymptoten- Combiilation unmöglich , wonach es die folgenden sechs 
Falle sind : 665388 

666522 
665522 
665422 
665822 
665222. 
Aber es ergeben sich hier noch neue unmögliche Fftlle j mi deren Bestimmung wir uns m 
den Betrachtungsweisen der 30. Nummer zurückwenden wollen. 

Mir können eine Curve der n. Ordnung, weldie 3 dieselbe (Ji~l)punctig osculirende 
Asymptoten hat , ohne Weiteres durch die folgende Gleichung darstellen : 

Öjßn-^ + /ux = o 
darstellen und dann in dieser CHeichung eine vierte Asymptote P, wddie die Curve Ipunctlg 
osculirt y sogleick in folgender Form : 

. OsCpi^i-^ + fio-a^i) + /MX » o 
in Evidenz treten lassen. Diese Gleichung umfiisst, indem wir insbesondere x auf eineCon- 
stante redudren , den Fall y dass die Asymptoten 6^ die Curve alle' drei iipunctig oscidiren, 
und wenn eine dieser Asymptoten Q ist, wonach 

©3sq0,, 
wir X = q^-^a 
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«etzea, iass diese Asymptote Q die Ciurve npanctig oscuUrt, nvälireiid die OnlBiiiig der Oseu- 
ktion für die beiden Asymptoten 6} eine (n— l)punctige bleibt Alles diess bat im AIIg;e- 
meinen auf die Ordnmg der Oseulation anf der Asymptote P keinen Einflass. Diese Ordnun|^ 
kann dorcb aUe Knbeiten hindurcb ron l==S bis l^—^ ansteigen , welehem letztem Falle 
die folgende Form entspricht: 

0j(pflii-4 + ^) + MX = o. 
Hoher kann die Ordnung des Contactes anf P nur dadurch steigen , dass X verschwindet, 
woraus die Form: 

p63l3o-.4 + iUX = 

hervorgeht , und die OsculatiOn mit Ueberspringung einer (n— S)punctigen in eine (n— l)pun*> 
ctige sidi verwandelt hat, oder in dem Falle, dass die Uneure Function x auf eine Constante 
redudrt worden ist, in eine npunctige. 

ffiermit ist der folgende Satn bewiesen: 

Es können von irgend vier Asymptoten einer Curve n. Ordnung nicht- 
drei die Curve npunctig, oder drei die Curve (n— i)punctig, oder endlich 
eine dieselbe npunctig und xwei (n — l)punctig osculiren und dann die 
vierte Asymptote eine (n— S)punctig osculirende sein. 

Ausser den mi Anfang dieser Nummer, fiir den Fall ii=6, ausgeschlossenen FftUen sind 
also auch die folgenden drei Fälle noch ausnuschliessen : 

eed422 

e&5422 
M5422. 

S4 Der allgemeine Satjs, welcher diejenigen Fftlle anndgt , welche, auch nach den Be« 
schränkungen der 98. Nummer, als unmöglich nock aussuschliessen sind , ist der folgende. 

Wenn eine Curve m. Ordnung nt Asymptoten hat, welche alle wenig- 
stens (n— (m— 2))punctig osculirende sind, so kann dieselbe Curve keine 
(ii^(ni— l))punctig osculirende Asymptote haben. 

Um, für eine gegebene Ordnung n , alle Fälle nu erschöpfen , mflssen wir fttr m nach 
einander alle gansen Zahlen von 2 bis (n— 3) nehmen. Der Satn der 30. Nummer entspricht 
dem besondem FaUe »»=2, der Satn de^ vorigen Nummer dem besondem Falle 9i=3. 

Der Beweis des vorstehenden Satnes bietet sich soglddi dar. Dam es stellt die Qlei- 
ckung ©I« ii-m + /lß«-a «= 

auf die allgemeinste Weise solche Curven der n. Ordnung dar, welche m Asymptoten haben, 
welche alle diese Curve (n— (m— 2))punctig osculiren. Auf diesen Asymptoten kann aber, 
was durch schickliche Particularisation der Function J2m-4 angeneigt wird, die Ordnung der 
Oseulation auch hoher noch ansteigoi ; diese besondem Fälle soll also die vorstehende Glei- 
chung filr uns hier einschliesslich enthalten. Aehnlich wie froher können wir aucJi hier eine 
(m+1). Asymptote P in Evidens bringen, und nugleidi ausdrüdLcn, dass die Ordnung der 
Oseulation auf ihr eine Ipunctige ist. Diess ist -in nachstehender Gleichung gesdidien : 

0« (pfl;.^-! + Ai2„.»-i) + /ifl«-. = o: 
M'ir sdien , wie die Ordnung der Oseulation auf dieser neuen Asymptote P steigt, wenn wir 
I von 2 bis (n— m) wachsen lassen, dann aber nur durch das gänzliche Verschwinden der 
Function üi«m— i mit Ueberspringung einer (»—•(«— l))punctigeii in eine wenigstens (»—(«— 2)) 
punctige Obergehen kann. 

35. In Beziehung auf die Curven der 7. Ordnung missen wir fär m nach einander 2, 
3 und 4 nehmen und bei einiger Aufmerksamkeit ergeben sich die nachstehenden 54 Fälle 
als die unmöglichen. 
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776.444i 

7776.333 

776.6333 

.5388 

.4333 

.3333 

7775.333 

7665.333 

«665.333 



77776.22 

7776.622 

.522 

.422 

.322 

.222 

776.6622 

.6522 

.6422 

.6822 

.6222 

.5522 

.5422 

.5322 

.5222 

•4422 

.4322 

.4222 

.3822 



77776.22 
76665.22 
66665.22 
7775.522 

.OS 

.822 
.228 
7665^122 
.422 
•322 



6665.522 

.422 

.822 

.222 

77774.22 

76664.22 

66664.22 

77554.22 

76554.22 

75554.22 

66554.22 

65554.22 

55555.22. 

In jedeni einzelnen Symbole dieses Schema bezeichnet der beigefifte Punct , dass durch 

die vor demselben befindliche Cembination das Unmögliche bedingt ist 

86. Es ist augenscheinlich) dass für n=S, derjenige onmtfglidie Fall, in welchem keine 
gewöhnlichen Asymptoten vorkommen, 665383, aus dem unmöglichen Fall, für n=b, sidi er- 
gibt, indem man in dem, dem letztgenannten Falle entsprechenden, Symbole 55422 jede Ziffer 
um Eins wachsen lasst und dann noch die Ziffer 3 hinzuffigt ; dass ferner fttr n=^ derjenige 
unmögliphe Fall , in welchem keine weniger als vierpnnctig osculirenden Asymptoten vor- 
kommen, 77644^, aus dem unmöglichen Falle 665333 sich ergibt, indem man jede Ziffer 
des letzten Symbols um iüna wachsen lasst und dann noch die Ziffer 4 hinzufügt Endlich 
ist klar , dass für i^=^ , die Anzahl der unmöglichen Fälle , in welchen dreipunctig oscult- 
rende und keine gewöhnlichen Asymptoten vorkommen der Anzahl der unmöglichen Falle fttr 
fi=6, in denen gewöhnliche Asymptoten vorkommen, gleich ist und dass jene aus diesen ^dk 
Unmittelbar ergeben. So erhält man zum Beispiel aus dem Symbol 665222 indem man jede 
Ziffer um Eins wachsen lässt und dann noch die Ziffer 8 hinzufügt, das Symbol 7768838, 
welches den zweiten der in 4er vorige» Nummer aufgezählten 54 unmöglichen fälle anzeigt 
Es ist hiemach, für ii=7, die Anzahl derjenigen in Rede stehenden unmöglichen Fälle, in 
Welchen keine gewöhnlichen Asymptoten vorkommen, der Anzahl aller unrnögUchen Fälle fttr 
fi=a6 gleich, und es gibt nur einen efnzigen Fall, in dem keine weniger als vierpnnctig oscu- 
lirende Asymptote vorkommt, wie es für ii==5 im Ganzen nur einen einzigen auszoschliessen« 
den Fall gibt 

der allgemeine Satz, welcher hier uns entgegentritt, ist der folgende. 
Fttr Cvrven einer beliebigen n. Ordnung beträgt die Anzahl derjeni- 
f en, in Gemässheit des Satzes der 84. Nummer^ unmöglichen Fälle, in 
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weleheA nur wenii^stens Ikpunetig osculirende Asymf teten vorkommen, 
80 viel als die Anzahl aller unm^^glichen Fälle für Curven der (ii^(ft— 2)). 
Ordnung. 

37. Für i^=S, sind nach dem Satze der 84. Nummer , indem wir fttr m «ach einander 
5, 4, 3 und 2 nehmen , die nachstehenden Asymptoten - Combinationen unmö^lick 



• • 



• • • 



887. . . . 



877776. 
777776. 

88886. 
87776. 
77776. 

8776. . 
7776. . 



a • 



OOOOOw . 

877775. 
886665. 
876665. 
866665. 
777775. 
776665. 
766665. 

iKKMNKy. 



87775. 
88665. 
87665. 
86665. 
77775. 
77665. 
76665. 
66665. 



. . 



• . 



• . 



888884. 
877774. 
886664. 
876664. 

777774. 
776664. 
766664. 
666664. 
888554. 
877554. 
886554. 
876554. 
866554. 
777554. 
776554. 
766554. 
666554. 
885554. 
875554. 
865554. 
855554. 
775554. 
765554. 
755554. 
655554. 
555554. 



. . 



Nach diesem Schema erhält man alle Symbole, welche die auszuschliessendep Fälle an- 
zeigen j wenn man solche Ziffern, die nicht höher sind , als die letzte in jeder Combination, 
mit Rücksicht auf die Beschränkungen der 28. Nummer, in gdkOriger, durch Puncto bezeich- 
neter, Anzahl hinzufttgt. 

Die Combinationen vor deih Puncto in dem Schema der 35. Nummer für n=7 entspre« 
dien den Combinationen des vorsiehenden Schemas und was ich dort ansgefilhrt habe konnte 
ich ohne mehr Mühe auph hier ausüähren, nur dass die AnzaU der verschiedenen Fälle 
grosser wird. Wo, hier wie dort, nur noch zwei ZUfem folgen, können nach der 28. Nm- 
ner diese Zifiem nur 22 sein ; wo drei Ziffern fehlen , kann unter diesen keine 4 , wo vier 
fehlen fcehie 5 , wo ftlnf fehlen , kerne 6 vorkommen. Hiernach ergibt sich denn auch ohne 
Mühe die Anzahl der unmöglichen Fälle, die einer beliebigen unmögUdien Combination ent- 
sprechen. Ist zum Beispiel die letzte Ztfer einer sotdien Combination 6 vnd sind vier Zif- 
fern zu ergänzen (was der Fall der drei letaiten Combinationen der ersten Vertical-Cirftunne 
des vorstehenden Schemas ist) so k^nen diese SSiffern nur 

4444 . 6333 5333 4333 3333 
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sein y wenn keine j^ewöhnlidien Asymptoten vorbandei sind. Sind solche voriianden, so er- 
halten wir für diese die nachstehenden Gruppen von hinzusnfttgenden Ziffern: 

6622 6322 5422 4422 3322 

6522 6222 5322 4322 3222 

6422 5522 5222 4222 2222, 

wo die beiden letzten Ziffern 22 tiberall sieh linden müssen, die beiden ersten aber jede' Com- 

bination mit Wiederholungen der fünf Ziffern 6, 5, 4, 3 und 2 sein können. Die Anzahl 

5 6 

der unmöglichen Fälle mit gewöhnlichen Asymptoten beträgt also j-^. Sie würde überiiaupt;, 

wenn die letzte Ziffer der das Unmögliche mit sich bringenden Combination g wäre und die 
Anzahl der zu ergänzenden Ziffern h betrüge , gleich sein der Anzahl der Combinationen mit 
Wieiderholungen von ($—1) Elementen zu (ft— 2), folglich gleich 

1 • 2 . 3 . . . (A— 2) 

38. Nach den Schluss - Erörterungeu der beiden vorigen Nummern wird es uns endlich 
leicht, fQr die Curv^ einer beliebigen Ordnung, die nach dem Satze der 34. Nummer 
als unmöglich auszuschliessenden Fälle zu zählen und diese Anzahl allgemein zu bestimmen. 

Für Ji=5, Ist ein einziger unmöglicher Fall vorhanden. 

Für 11=6, kommt eiiie Anzahl von ^ 

-f 3 V 

Fällen hinzu , die einerseits den unmöglichen Combinationeii 6665 und 665 und andrerseits 
den drei Combinationen 6664 , 6554 und 5554 enisprechen , indem wir überall das Vorhan- 
densein gewöhnlicher As>'mptoten voraussetzen. 

Für n=7 ^ kommt noch eine Anzahl hinzu^ die der Anzahl der Symbole mit gewöhnli* 
eben Asymptoten in dem Schema der 35. Nummer gleich ist , nemlich 

+ 3(1 + 4) >=j72+8.ö + 8. 

+ 3* ) 

POr 11=8^ koaunt noch folgende Anzahl hinzu : 

( 

H- 3^(1 4-4) 
+ 3^ 

Die Anzahl ist wiederum g leidi der Anzahl der unmöglichen FäUe mit gewöhnüchen Asym- 
ptoten, für fi3=8. Und zwar kommen von dieser Anzahl die vier Glieder der erstes Klam- 
mer bezüglidi auf die vier ersten Combinationeii des Sdiemas der 37. Nummer , die drei 
Glieder der zweiten Klammer auf die drei mal drei folgenden Combinationen, die mit den eben- 
genannten die erste Vertical-Cohunne bilden; femer die beiden Glieder der dritten Klammer 
auf die beiden Gruppen von neun Combinationen der zweiten Vertical-Columne und endlich 
das letzte Glied 3^ auf die 27 Combinationen der letzten Vcvtical - Columne. 
Das Gesetz ist hiemadi klar; für n=4l, kommt hinzu: 



1.2 1.2.3/ 
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vM ^niUdi ühißrlMipi beim Ueberganpe von (n^l) nur 



(it-l)n(lH>l) .... i2k ^7) . ^ (n— f )(lt^l)n, . . (gH— 9) . ^^„ g T,8,9 



^ 1.8 

Für die AtOBbl. aller als immöglich aügsnifidiliesseiiden Falle erbaltoi wir, miem wir 
die Samnie aller bisherigen Ausdrücke nehmen , die folf^ende Entwieklimg: 

' (»— J)Ji(»-i-l)....(2ii— 7) 



W 
+ [1+81 

+ [1+3+S^I 



1.2.3 .... (»— ö) . 
CH"-9)(ii— Dn . . > (2it— 9) 

1 . 2.3... (n— 6> 
(n-3Xn--2Kn>l}. . (2w--ll ) 

1 . 2.3 .. (n—7} 



+ [14-34-32+33+ • .+3«-^] . 
+ [1+3+32+3M- . . +3»-«l • 
+ [1+3+3^+3'+ • • 



8 .9.10.11 
1.2. 3 . 4 
7.8.9 



•f3»-7] 



^ 






1.2.8 

+3n-6J , S 

+8»-sj . 1 

<n— IMw-H). . . . (2n— 7) 
1.2.3 .... («1—5) 
(«— 2)(«— l)n . . . (2»— 9) 



4- 

13. 



1 . 2.3... Ol— 6> 
(n S->fM-2)(ii-l'>. . (2b— 11> 



* » ■* 



2.3... (n-7) 



.1 



3°->— 1 8.9.10>ll 
2 1.2. 3 . 4 

3°-7>-l 7.8.9 
2 '1.2.3 

2 1.2 



+ 
+ 
+ 
+ '^ 



von 



Nach dieser allgemfefaien Fonn^ finden wir, wenn wir für n nach einander alle Wertbe 
5 bis 10 nehmen , vaA die entspredieade Ansahl von unmSg^iAen F&llen bezüglich durch 
Si, Sf, J«, Sf und Sio bezei<^neii: ' 

•-:•■ Js^i, 2^ = 878, 

^ = 0, ^ = 1260» 

6 
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39. Es bleibt uns jetzt nur ««ck^ibrig, die Ansabl 4er veipdiledenea «MgUcbm Fille 
in Beziehung auf die Annäherung einervCurve einer beliebige n, Ordnung an ihre verschie- 
denen Asymptoten zu bestimmen. .Wenn wir einstweilen nur diejenigen FlÖIe, welche nach 
der 28. Nummer nicht Statt finden jLönnen, ausschliessen, so beträgt die Anzahl alier Fälle, 
wie man nach dem Vorhergehenden gleich einsieht: 

w— 2 <if-2)Cit-l) ( w-2)(ii-l)w (n>2X>g-l)n(n4-l) (n^tXn^tynCn-hD. . X^-^} 

^"^nr^ 1 . 2 "^ 1 . 2.^^ 1 .2.3.4 "^" "*• 1 ..2.3.4 ...(n.«j 



4- 



5 5 . 6 5.6.?* 5.6.7.8 5.6.7.8.9 

"^ "^ 1 "^ 1 . sfi • i . 2 . 3 "*" 1 . 2 . 3 . 4 '*"l.2.3.4.5 

4 4 . 5 4 > 5 . 6 . 4.5.6.7 

■^'^l'*^1.5Sl.2.3"*"l.2.3.4 

^ 3 . 3.4 .3.4.5 

+ 1+ T- + 



1 1.2 1.2.3 



, 2.2.3 

-^^-^1 •*" 1—2 

, 1 

+ 1+ r 
1 

+ 1. 

In diesem Ausdrucke gibt die A. Borizontal - Columne die Anzahl derjenigen Fälle , in wel- 
chen keine Asymptote minder als (A+l)piinctig osculirt, aber Asymptoten von dieser Art wirklich 
vorhanden sind ; und in jeder einzelnen solcher Horizontal - Columne bedeutet insbesondere 
das g. Glied die Anzahl deijenigen Fälle, in welchen die Anzahl der (A+l)punctig osculi- 
renden Asymptoten (n-^j^+l) beträgt Wenn wir diese (n— 1) verschiedenen Horizontal-Co- 
lumnen summiren, so finden wir für die vorstehende Entwicklung den folgenden Ausdruck: 

(it— l)gCn-t-l) . . . (2n— 4) . _ 6. 7. 8.9. 10 ^ 5. 6. 7. 8 ^ 4.5.6 ^3.4 2 



• • • 



12 3 ...(«— 2> 1,2.3.4.5 1.2.3.4 1.2.3 1.2 1 

Führen wir die Rechnung bis zur 10. Ordnung aus , so kommt , wenn wir die Anzahl der 
Araglichen Fälle Sn nennen und nach einander n von 2 bis 10 wachsen lassen : 

S, = 1 Ss =^ 29 Sg = 1275 

53 = S S6=99 89= 4707 

54 = 9 S7 == 351 Sio= 17577. 

Ziehen wir endlich von der somit für Curven der verschiedenen Ordnungen bestimmten 
Anzahl von Fällen , die in der vorigen Nummer bestimmte Anzahl unmöglicher Fälle bezüg- 
lich ab , so konunt , filr 

» = 2 S2 =1 

II = S Ss =3 

II = 4 S4 =9 

n =^ 5 Ss — 3s ^ 28 

»«6 Si--<:%»90 

II » 7 . . Sr — 2V « 297 

11 = 8 ß% .t- S% « 1002 

n ^ 9 S9 — J9 == 3^47 

n =10 Sio — :Sio=^ 12069; 
das ist also die Anzahl der mtfglldien verschiedenen FAHe, welche bei den 10 ersten Ord- 
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toim^ii in Bimdmng tM Üie -drdnnnf^ der AmUli^viiiig derClirve au geradUmge Asymptoten 
Statt finden können. '^ ' ■ 

4t« Wenn wir atifüe BntnieUafgeii der 87;^a0. Nanmer jBorfldLbliekcny so treten uns 
5Wei allgemeiite |Sätze (29^ 34), nach welchen die. unmöglichen Fälle ausgeschieden worden sind, 
entgegen. Diese' Sätze finden beide ilire letzte Begründung in dem Satze der 9. Nummer, 

nach welchem eine Cjurve der n. Ordnuujg , welche durch f um — ( - - J^— + 1 ) ) feste 

Fmcte einer g^^enen Cmhre der vt. Ordnung geht, diese Curve ausserdem noch in 

— ^ h l) neuen festen Pnncten schneiden und zugleich bieten uns diese Sätze ein 

bMierkenswerfhes Beispiel dar, wieiJ^mitte^ dk unendlich weit gerückt, nnd also, im abso-* 
inten Sinne , nicht mehr rorhanden > siiiil ^ iennoch Ür die nicht unendlich weit liegendcüi 
Pnncte dieselben Abhängigkeits- Beziehungen herror^en als früher, ehe sie ins Unendliche 
unbestimmt sich verloren haben. 

Nach dem ersten der angefilhrlen 'Sätze' hat ißine beUebigealgebrBisohe Osrve, weimsid 
mpunctig und keiMvminderpttnctig nscuKrendo' As^mlp Hute» hat, soldier As)ittptoten weiügstens 
m. Hiernach existirt ztnn Bdspiel keine Cunre der A. Ordnung, welche dem Symbole 

3»33a 
entspricht; die vier ersten dreipnnetig oecnlirendtn Asymptoten fordern^ dßsß. auch die fünfte 
Asymptote eine osdilirende sei« Es liegen a*f jeder Asymptote zuvörderst zwelDurchschnitts^ 
Puncte mit der /Ciirve tmemUioh weit , wir können uns durch dieselben zwei unendlich weit 
entfernte gerade Linien gehend denken, welche dann weiter keinen Punct mit der Curve oder 
^re As}inptolen gfemdn haben: Anf jeder *&rviir erst^ Asymptoten liiegt noch ein dritte 
Durchschnittspunct mit der Curve uneiidlkh ;weit, die wir als eiier dritten unendlich weit 
entfen^n |^etaden liine angehörig^ ansehen können. Nehmen wk tos( Syätem dieser drei 
geraden Linien flr eine Curve der dntten Otdming, so sdineiden sich alk Curven di^ 5« 
Ordnung, welche dem vorst^beitden SyMöle nri^glioher Weise entsprechen, in 14 Pnncten einer 
Curve dritter Ordnung nnd also auch in einem ;15. Pnncte di^elben, wrekher , wie jeqe 14« 
hier nothwendig unendlich weit Ikgt in die Aeihe der Curven fünfter Ordnung gdiört aber 
auch das System der fünf Asymptoten^ ein drittes Durchschnitt der fünften A^'mplote mit 
diesen Curven liegt also ebenfalls unendlich weit ; diese Asiymptote ist eine dreipunctig. oscui- 
lirendek ' Im den Curven der b* Ordnung ,. weiche dnirch dieaelbfean 14 unendlich wfit entfern- 
ten I^onct^ |:eheii, gehören: insbesondere aber alKh alle Curven welche mit den drei ersten 
As>mptoten einen mehr als dreipunctigmContactr^aben;. folglich wird auch für diesen FaU 
die fünftel • A^yiiiptMe ^mt , dteipunctig estulirende ' 

::• : Wenn eine Cinrve ider :n» Olrd^nf überhaupt in^im^l)) mpunctig oscutirende Asym-* 
ptoten hal imd.die ttbrigelt Cm-rl) Asymptoten. dnm S>iid»dl 

m m—i Tk^t ; . . 484 t . 



} 



(m+i)Cw— 1") 



entsprechen, so dass auf diesen Asymptoten zusammen ^ ^ Durchschnittspuncte 

uuendliclf weit liegen, sp befinden sich aufm unendlich weit gerückten geraden Linien 

• M (n-^wfc— '1)3 -♦• — — ^ — r- ^- s tnn -^ f ''^ ' ^ ' — •♦• i j ^ ' 

unendüch weit liegeiideDnrchsebnitte in Cinre mit ihre» n Asymptoten.: Also schnejtdet 
die CuiVe ihre n Asymptoten auch noch In denselben Y^-*^^- -♦" ^ ; Puncten ; welche 
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ebeirfalls auf j^iien m geraden Unicn laiemUicJi weit liegen ; also sind auch. die letirten i»*^l) 
Asymptoten mpunctig osculirende. Und das ist vollständig unser Sats, . . 

41. Der «weite der oben angefttinrton Satve entspringt auf aAderm Wegf$ aus derselben 

Quelle. Wenn wir die, nacli dem Satze der 9. Nummer, gegebenen, (mn — (—5 — ' ^ *)7 

festen Puncte auf m geraden Linien unendlicb weit entfernt annehmen, uqd unter dieselben be* 
liebig aber so vertbeilen , dass auf keine derselben mehr als n kommen, so gehen durch diese 
Punete einerseits unendlich viele Cnrven der k. Ordnung, wekhe jede, dieser Linien in un- 
endlicher Entfernung wenigstens nach derjenigen Ordnung osculiren, welche durcb die An- 
zahl der auf ihr angenommenen Puncte angezeigt wird', und andrerseits, als Curve der n. 
Ordnung zu betrachten, ein System von n unendlkk weit entfernten geraden Linien. Dieses 
System und alle jene Curven der n. Ordnung schneiden das System ier oben genannten m 

geraden Linien , nach dem Satze der 9. Nummer , noch in f h 1 J neuen also im 

Ganzen in um festen Puncten, welche nothwendig Me imeadlidk w^ liegen. Die m gera- 
den Linien, auf deren jede n dieser Pvacte kommen, sind also alle nponctig oscidiroide 
Asymptoten der Curven n. Ordnung. Bewiesen ist Uemadi der nachstehende Satz, weldier 
nur der Aussage nach von dem Satze der 34. Nummer versdiieden ist. 

Eine beliebige algebraische Curve kann nicht m solcher Asyäipto- 
ten haben, auf welchen die Anzahl aller unendlich weit liegend>en Durch- 

schnittspuncte zusammengenommen nur um (^^ — '+ Ij oder um we- 
niger noch geringer ist, als in dem immer möglichen Falle, dass alle m 
Asymptoten npnnctig osculirendesind. 

Als Beispiel zur Veranschaulichung wollen wir ein System von drd gegebenen vnd ein 
zweites System von drei unendlich weit entfernten geraden Linien betraditen. Diese beiden 
Systeme schneiden sich in neun Puncten, die unendlich weit liegen; durch acht dieser Punete 
gehen alle diejenigen Curven der dritten Oi'dnuig, welche die drei gegebnen geraden Linien 
zu Asj'mptoten und zwar zwei derselben zu osculirenden As>inptoten haben. Solche Curven 
gehen also auch durch den neunten unendlich weit entfernten Punct, das heisst, sie werden 
auch von der dritten Asymptote dreipunctig osculirt. — 

4S. Wir können flir die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung mit einer 
mpunctig osctdirenden Asymptote P, die nachstdiende Gleichung nrit ttberzähUgen Constanten 
nehmen : pi^n.i + fiQo^tu ^ , 

bd deren Form es wesentlich ist, dass, indem wir etwa p und q als die beiden linearen 
Functionen , von denen alle andern Functionen abhängig sind, betrachtm , in der Function 
Sin^m die höchste, die (n— ml. Potenz von q nicht fehlt Ueberdiess fordert iHe Allgemein* 
heit, dass auch i%>-i die lineare Function q in der höchsten, der (n— 1). Potenz enthalte. 
Schreiben wir die letzte Gleichung auf folgende Weise : 

SO ist ersichtlich, dass, unter den gemachten Voraussetzungen, diese Gleichung befriedigt 
wird , wenn fttr immer wachsende Werthe von q der Werth von p immer mehr abnimmt ; 
und die Curve also an ihrer Asymptote P sich hinzieht indem sie sich derselben immer mehr 
anntiiert , je weiter sie sich erstreckt Für die Puncte eines solchen- Zweiges der Curve 
können wir also, im zweiten Thdle der vorstehenden Gleichung, für wachsende Werthe von 
q die Function p vernachlässigen; vernachlässigen wir ttber^ess auch niedere Potenzen von 
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q gegem kdkere, fo hmmtf Mcn wir d^rdi n 4imn nnhetümmtm CoDOcieoteii be^eidmcia, 

f «CS xq-c»— 1>. 

Es ift also ier eatspredieiiile Werlh von p, den wir, unbeschadet der AUgm^bAfit ^ . als 
den kimesten Abstand des bea<glidien Panctes yon der . Asyn^toCe P constniiren fcOonen, 
eiB nendiidi Kleines der (JH— IX Ordnung« Also : 

Die Annähernng einer Curve an eine »punctig osculirende Asym- 
ptote ist nnendliel^ gro«s nnd von der (m— 1). Ordnung. . 

Die Ordnng der AiMiaherung wachst also in demselben Miaasse als die AnzaU der auf 
der Asymptote in unendlicher Entfernung misammenfallenden Pnncte, m der Art, dass, wenn 
an einer gegebenen geraden Linie iswei Curven sich hinaiehen, welche von dieser Linie besttglich 
(m— 1> und mpuBCtig in unendlicher Entsfenmng osculirt werden und man in einem Puncte 
M der geraden Linie ein Perpendikel od« statt dessen untor beliebigem Winkel eine gerade 
Linie, welche der ersten Curve in K und. der «weiten in L begegne, errichtet, das Segmen- 
ten - Verhälteiss ML : MK sich , je weiter der Punct M auf der geraden Linie fortrickt, 
desto mehr der Gränse Null sich nähert. 

Das Unendliche, als Gränse betrachtet, schlieast nothwendig das doppelte Vorzeichen in 
sich ein. Es verschwindet p mit q » 4. oo , wie es mit q = — od verschwindet, es wird p 
immer kleiner, sowohl wenn der negative als audi wenn der positive Werth von q immer mehr 
wuchst. 

Eine algebraische Curve nähert sich im Allgemeinen jeder Asym- 
ptote uwiefach nach den beiden entgegengesetsten Richtungen der Er- 
streckung dieser letxtern. 

Je nachdem in itr letsten Glddiung m dne gerade oder dne ungerade Zahl bedeutet, 
ändert, wenn wir q nach einander mit entgegengesetaten Zdchen nehmen ^ sugldch auch p 
sein Zdchen oder nicht 

Die beiden Zweige einer algebrnischen Curve, welche sich nach ent- 
g^gongesetsten Richtungen an jeder Asymptote htnxiehen, U^gcn ent- 
weder auf entgegengesetirter oder auf derselben Seite dieser Asymptote, 
je nachdem die Ansahl der auf dieser in unendlicher Entfernung zusam- 
menfallenden Puncte eine gerade oder ungerade ist — 

4S. Ln Allgemeinen lässt sich der Lauf der un<mdlidien Zwdge einer Curve durch ge- 
radlinige Asymptoten darstellen; im Allgemeinen kann diess genauer noch geschehen, wenn 
^rbr an die Stelle der gerafflinigen Asymptoten hyperbolische setzen. 

Eine Curve der swdten Ordnimg lässC sidi Oberhaupt durch fttnf willkObrlich angenom. 
mene Puncto legen. Von diesen fünf Puneton kann einer nach gegebener Richtung unend- 
lieh weit liegen ; dadurdi wird bedingt, dass die fragliche Curve zweiHar Ordnung dne Hy- 
perbd ist, deren eine Asymptote die gegebene Riflhtuog hat Es können auch zwei^ der 
flnf gegebenen Puncte auf enier gegebenen geraden Linie uneudlich iirdt liegen und dann 
ist diese gerade Linie dne Asymptote der HypeibeL Aber auf dersdhen gegebenen geraden 
Linie kann , wenii die Hyperbel nicht in ein Systun von zwd geraden Linien ausarten soU, 
kein dritter gegebener Punct unendlich wdt tt^en, wdl, weder im Endficbei» noch im Un- 
endlichen, drd Puncto einer Curve zwdter Ordnmig in gerader Linie liegen können* Wenn 
aber eine Hyperbd gegeben ist , so lassen ddi durdi drei auf einem Zwdge derselben un- 
endlich weit entfernt liegende Puncto neue Hyperbdn legen , von wdohea wir sagen , dass 
sie dch unter dnander und insbesondere amdi die gegebene, iu u^iendUcher Entfer- 
nung osculiren. Zur vollständigen Bestimmung einer solchen Hyperbel sind nodi zwd 
Puncte nodiwendig und hinreidiend. Wir klonen andi duroh vier Punqtc, wdfhe auf einem 
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Zvt^e thiet gegehehevt Hypei*bd üii^fllleh Wett' 9%^n, iittae llyp«rbeiii<kgett.* Jllle.aoijdie 
Hyperbeln osculiren sich vierpuncti^ in uH^ndHeher Entfernung^« Ein einziger Funct ist 
liinreicheüÄ um eine Aeser H>'perb^n viilllt^iiinieii J^ besdminen. Aber so ^wie tlberliai^ 
ssM'^i üfyp^rbeln sidh hn' Eiiffieheii nur lil vier Pnufeten'^dMeiden k^Mi^n, sa kduwri wUr 
auch nicht durch mehr als vier Puncte, die auf einem Zweite einer gegebenen ii>7erbel wu*- 
eifdiitk weit Hegen y eine zM^eite Hyperbel legen. W6nn liber eine Curve 4er' Aritttn'oder 
einer höhern Ordnung vorliegt, -so läisst sich, im AHgteitaeiKen, durch fUnfPancte, die« auf 
einem Zweige derselben unendlich weit liegen, etn^ Hyperbel legen iind zwar nur» ein^ ein- 
zige und vollkommen bestimmte , während dureih blos» vier dieser unendlkh weit entfernttti 
Puncte^ unendlich viele H^'perbeln gehen. Jene ein^sige Hyperbel oscnlirt die Cnrve in unend^ 
Sicher Entfernung fünfpunctig, ftir diese unendlkh vielen Hyperbeln ist der Cotitact ein 
viei'punetiger. Aber so wie, im Allgemeinen, dttrch sechs gegebene Pttncle keine Curv^ 
zwdter Ordnung sich legen lässt, so bleibt au{)h im Unendlichen, wenn die vorliegen^ 
de Curve nicht von besonderer Natur ist, dk Aufeinanderfolge vonsecfa^ Pan-> 
cten auf einem unendlichen Zweige derselben, nicht* von der Art, dass durch dieselbe eine 
sechspuncfjg osculirende Hyperbel sich legen lässt. Eine Particularisiation der vorlkgenden 
Curve ist also nothwendig, von welchem Orade übrigens 'ä«ch' diese Curve sein mag, ond 
diese Partkillaiisatfon steigert sich intt der Ansafal deijenigen Poncte, welche in unendlicher 
Entfernung zusammenfallen sollen. Weil aber überhaupt eine Curve der n. Ordnung voa 
einer llypefbel tfur in 2h Puncten^geschnitteit wird, so kann auch- eine Curve der genannten 
OrJniIng sich ^M^r keiner Bedingmi^ soweit, particularisireu, dass einer ihrer Zweige in 
unendlicher Entfenmng mehr als 2npunctig osculirt werde; . 

44. Wir wollen uns nun zu der analytischim JMsciission wenden, welche, wahrend wir 
uns einerseits in der Anlage derselben von -den.äilgeiBeineh Bemerkungen der vorigen Nnn^ 
mer leiten lassen , andrerseits die Begründung dieser Bemerkungen daiUeten ^ird. 

Es sei ))fln-i 4^ mA»-4 « o (1) 

die allgemeine Gleichung der Cnrven einer beUebigcn m Ordnung, welche einen wiendlkben 
an der geradlinigen Asymptote sich hiki^kfieiideii »Zweig haben, fik aUgeneine Gleichung 
einer Hyperbel, welche die gerade Unk P «benlaills izux Asymptote hat, sei: 

• pr i-f-'A; =a or-f ' ■ . ' (2) 

Wenn wir zwischen den beiden vorstehend ai * Gtetehung:ea petiminirtn, so ergibt 'sich' 

Da diese neue Gleichni^ nur bis zum (n-^lX <}«ade. ansteigt,: so folgt dass ^ — i^eil.zwet 
Dnrchschnittspuncte unendlich weit tiegien *^>dk Hyperbel (3) dk gegdiencn Cnrven <£) nur 
in seil— 1) Puncten schneidet. Zur analytisdien Biestimmung dieser Durch8chiHtt8piuid.e iLdn«- 
nen wir uns der bdden ktzten Glekhungen i(;2)«*d.<B^ bedienen.: i . 

Wenn die CuTve, welche durch diel lettte CRejcbing CS) dargestellt wird^t eint solche 
As}inpMe hat, die der Linie P paraUel ist, so :lii«t einer ihrer Durchschnitte ^mitdevHylier- 
bei (^) nach der Rkhtnng dieser Linie uneudNcb weit? es liegen also, in.dkser)yo«M4ssetf 
zung, drei Durchschnitte dieser Hyperi^el u*d der gegebenen Curve (1) Mach ^lüselbeti Riebt- 
tung un^ndKch weit. Wenn die Curve (d) dk gerade Linie P zur Asymptote selbst Mi, 8# 
liegen zwei Durchschnitte diesrer Curve und fblglieh- vkr Durchschnitte der gegebenen Curve 
mit der Hyperbel (2) itfach der Rkhtung dertgeradi» Linie P unendlich weit. Wennübeiv 
haupt die H>'perbd (2) mit denCurven (3> nach der Richtung wn P in nnendlidker EntfeFt 
nung einen mpuni^tigen Contact bat, so steigt ihr ConUct mit den fegebenen Cwven (1) m 
einem (7iH-2>pffnetrgen an. J • . 

Um die Ftfrictkn p in der Gkicbnng (a) im. EvMenz träten jbh lassen, müsaen wir die 
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Form der Fanfitmieii r, Sin^i mi ih^ ntther p^rtjcMlariwen. Zu diesem |Ui4e,8ei, bidem 
wir diese Functionen von p und irgend einer,, nach Belieben zu bestimmenden, zweiten linea* 
reu Fu^tian q abbängen. lassen: . r^q+.af-lr^, . , 

iSSn^» = fijffio-^ + q'»-2.+ ^q«-3+.iyq"^-f'J<q«»-*+ • • • l5 : 
won'ach die Gl^chung (9) in die folgpnAe übergebt: 

plA.aÖ'ii-^ — /MO^L-s ~ l»(*H*)fti-3} + A(q"7M-yq°-H^q'-^+«q*»~'M- • • • 4-?l • 
' - . -n/ilq^-M-Äq^-M-i^^-^^q»-*^ . • • +5q] 

,-** ' A<%"-M-*q"'"''+^q'*-*-f • • • +11. 
Wenn die betfüglidie Gurve eine sol^be Asymptote Jbaben soll, wddie der geraden Unie P 
pmdkl ist, so nnass, wenn wir P gl^cb NuU setzen, die vorstehende C^Ieiehung/ auf den 
(f^*-2)/Grad siißh reduciren. Oiess erfordert is^/i. (5) 

Wenn die. Linie. P selbst eine Asyvftott der Cujnreisein soll, so nniss^ wenn p verschwin- 
det, die eieiebung der Cia*ve auf dm in^9). Grad sick reduciren, es muss, neben der vor- 
stellenden Bedingnngs- Gleichung, auch noch die Jolgendt befriedigt werden: 

y =* * + jj.. (6) 

Nach diesen Besdkrttnknngen wird die Gleichung der ^uxte die folgende: 

pl<rß;^. — aS3i^^^ — ^(q-H»)fli*-3l + liä-fj^ß»)^'^-^ 4- (*-x-/?^)q»-* + J =o, (7) 

iqri wcMi wir hiernach z« ischen der vorsteheiideib Gleichung und der Gkicbung der Hy- 
perbel (2), von Neuem die Function p eliminiren, ergibt sich: 

X{aQ;^ — aSt^» ^ ^(q*HJ)ß„^J^ T[(i^ij^ß9)(i^-^ 4- (<— x-/?i;)q»^^ J = o. (8) 

Da diese neue Gleichung auf algcftraisehcm Wege aus der Verbindung der Gleichungen 
(1) und .(d) Jienrorgegangen ist, so steUt sie efaie solche Cuvve der (n— 2). Ordnung dar, 
w^eldie von der durch die letzte Oldchung datgestelllev Hyperbel in denselben Pmicten ge^ 
schnitten wird, als die gegebene Curve (1) und die Curve (3) oder (7). Die Anzahl der 
Durcbsofanittsputtcte bat sich also rflcksicbtBch der gcgiebenen Cmre im .vier und in Röcfc*^ 
sieht auf die Curve (S) um zwei Einheiten' redudrt, ans dem Grunde nemlich, dass einmal 
vier, das andere Mal zwei Durchschnittspuncte nach der Richtung der Linie P unendlich 
weit gerückt sind. Wenn die durch die letkte' CReicImig darg4!stellte Curve eine Asymptote 
^at, welche einmal der Linie P parallel, ist, das i^dere Mal 'mit derselben zusammeufällt, 
so hat die H^'perbel (3) mit der Curve (7) einmal «nendreipunctigen, das.' andere Mal einen 
vierpunctigen und mit der gegebenen Curve (1) einmal einen fUnfpunctigen und das andere 
Mal einen sechspunctigen Contact in unendlicher Entfernung nach der Richtung der Asym- 
ptote P. Um diese Bedingung» ansMdrflcken mttaen wir die mit dek Glächung (3) in dem 
Obigen vorgenommenen algebraisehen Operationen in Beziehung auf die letzte Gleichung 
wiederholen , zu welchem Ende eine neue Funetioneii - Particularisation nothwendig wird. 

Zu diesem Ende bemerken wir znvOrderst, dass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
Siti-2 als eine Uoose Function des (n-^). Grades von . q biltracbten blniien , wwiadi die 
Anzahl der Constanten in der CUeidiung (1) auf die gerade nothWie*dige sich reducirt Diess 
kommt darauf hinaus, » in der dritten der identischen Gleichungen (4) gleich Nidl m setzen. 
Es sei femer il„-* = pp^a-s + q*-*+,Tq"-^+ • • 

Hiemach verwandelt sich die Gleichung (8) , wete wir alle Glieder , welche p enthalten in 
dem Symbole q>fQi.^ zusammenfassen , in ^He CiUgesde: : r 

9pflS— 3-^ iUFfq«>T^:4-.i^«»-* •♦-•.] . t , 

— Äa[q«»^^^dqn-'*'4- . .}- * ' 
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Die Annalime , dass eiae Asymptote der bexAflirken Curre der Linie P paralld seit er. 
fordert, dass X(o—a} =. (f— i;— jj(^. ^ ^ (9) 

Soll eine Asymptote dieser Curve mit der Linie P iiiisamiiieiifdlen , ^ isl ttberdiess noch 
iiothwendigy dass X(aT — o^) =: i-^x^ßt; *♦- /J(<y— jy— j9^), (lo) 

Die erste dieser ftddes BeiingangB - Gleichungen kommt also tu den frühem (5) und (6) 
hinzu, wenn die gegebene Curve (1) voa der Hyperbel (2) nach der Riehtung von P in an» 
endlicher Entfernung fttnfpunctig oscnlirt werden soll: beide Bedingungs-Gleichtngen kom- 
men zu den frühern hinzu, wenn diese Osculation zu einer sechspunctigen ansteigen soll. 

Auf diesem Wege können wir nach Belieben weiter gehen. 

45. Wir wollen jetet zu der geometrischen Deutung der analytischen Resultate^ zu 
wdchen wir in der vorigen Nummer gelangt sind , übergehen. Zun Bdivf dieser Deutung 
können wir, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, annehmen, dass die der Function 
q entsprediende gerade Linie Q auf der Asymptote P senkrecht stehe und dann den Function 
neu p mid q die Bedeutung rechtwinkliger gewöhnlidier Paralld-Coordinaten beilegen. Der 
Werth der Function r für einen gegebenen Punct ist hiernach deijenigen geraden Linie, 
welche von diesem Puncte aus parallel mit der Asymptote P nach der geraden Linie R, der 
zu eiten Asymptote der Hyperbel (2), gezogen werden kann. Wesn wir endlich den constan- 
ten Inhdt desjenigen Dreiecks, das durc^i eine beliebige Tangente d^r Hyperbel von ihrem 
Asympteten- Winkel abgeschnitten wird , durch J bezeichnen, so ist endlich , den obigen Be- 
Stimmungen zufolge , 2X^ ±J. 

Die beiden Functionen i^n-i und J3;>-^ stdlen, bei der oben ihnen untergelegten Form, 
wenn sie auf einen gegebenen Punct belogen werden, bezüglich die Producte derjenigen (n — 1) 
und ()i~^2) Segmente dar, welche auf der, durch diesen Punct paraUel mit P gdegten, geraden 
Linie , bezÜgUcb zwischen diesem Pnncte und den («--1) und (n— 2) Durchschnittspuneten 
mit den beiden Curven i2n— i =^ o,« ßo.^ » o, (11) 

liegen. Nennen nir den gegebenen Pnnct O und die beiden Gruppen von Dnrchschnittspnn«» 
cten MS M\ M\... M°-'ttnd M|,Bl2, M|,..M>,^, so sind hiernach die besttglidM»! Fun- 
ctionen-Werthe: 

fi.-a =^0N|.eM2.0Mg...<Ntti 
Auz der Gleidiunf der gegebenen Curve ei^ibt sieh : 



also, wenn wir den Punct irgendwo auf dem Umfange dieser Curve annehmen und den 
Fusspunct des von diesem Puncte auf die Asyntptote P gefällten Perpendikels P nennen: 

^ OM, . 0^2 . OM3 . . . OM«^a 

Wen wiK endlich in die Bedingungs . CUeidiung (5) die für ;t und ^n gefundenen Ausr 
drüd^e dnsetzen, so finden wir als Bedingung, dass die gegebene Curve (i) von der Hyper- 
bd (2) mdk der Bichtmig ihrer gemeinschaftlichen Asymptote P dreipunctig osculirt 

werde ^ = T2.0P ^^^ «»^ «M^ > OW^ 

^^'"*^* (Mi1.OM2.OM3 ...OM.^ 

Fflr die erste der durch die beiden Gldckugen (ll) dargestellten Curven kMnen wir 
insbesondere auch das System der (n— 1) fibrigen AsympAnten der gegebenen Curve (1) neh- 
men und damadi die Curve SI^^^ vollkonntten bestimmen. Dann erhalten wir den nächste- 
henden Satz. 

In allen Hyperbeln, welche eine gegebene .Curve n. Ordnung auf 
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einet gtgthentn Asynptote im uttendlicher Entfernung ireipunctig^ 66cu^ 
liren, ist der Inhalt derjenigen Dreiecke, weiche durch beliebige Tan^ 
genten von dem Asyapto^ten -^Winkel abgeschnitten werd.en, constant 
Wenn auch die (ii«-l) flbrigen Asymptoten der Curve, diejenige Curve der 
(n — 2). Ordnung, welche durch die ii(ik*-8) Durchschnitte der gegebenen 
CurFC mit ihrennAsyaptoten geht und endlich noch ein beliebiger Punct 
der gegebenen Curve gegebeu sind, so erhält man diesen constanten In- 
halty wenn man von dem gegebenen Puncto aus ein Perpendikel auf die 
erstgenannte Asymptote fällt und durch denselben eine gerade Linie pa- 
rallel mit dieser Asymptote sieht, und dann das doppelte Product des 
Perpendikels und derjenigen (n — 1) Segmente, welche auf der letstge- 
nannten geraden Linie zwischen dem gegebenen Puncto und den (n— 1) 
übrigen Asymptoten liegen, durch das Pr.oduct derjenigen (n — ^2) Seg- 
mente derselben geraden Linie, welche swischea dem gegebenen Puncto 
und den einzelnen Durchschnitten mit der gegebenen Curve der (» — 2). 
Ordnung liegen, dividirt' 

Den reciproken Werlh von J können wir als das Maass der Annäherung der 
Curve an ihre Asymptote P betrachten. 

Wenn die gerade Linie P ein^ dreipunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve 
ist, so hat diejenige Curve, welche Jurch die nwdte der Gleichungen (11) dargestellt wird, 
nach der vorigen Nummer, eine Asymptote, welche derselben geraden Linie P paralM ist. 
Hiemach wird eines der Segmente im Nenner des Ausdruckes für fi unendlich und demnach 
kommt //== o. 

Die osculirende Hyperbel artet alsdann in ein System von «wei geraden Linien P und 
R aus , wovon die Notwendigkeit von Vorne herein einleuchtet, weil die erste dieser beiden 
geraden Linien filr sich schon die Cutve (1) dreipu]|ctig in uiiendli<^r Entfernung osculirt. 

46. Die Lage des Mittelpunctea der dreipunctig osculirenden Hyperbel auf der Asymptote 
P kann jede beliebige sein Imd auch die Richtung dieser 2wei^ Asymptote kann von Vorne 
l^rein belieUg angenommen werden. Denn fUr die in Rede stehende Ordnung der Osculation 
haben wir über die beiden Constanten ß und a, also Aber die Lage der linie R, durchaus 
keine Bestimmung erhalten. Die erste der beiden genannten Constanten wird aber durch 
die Gleichung (6) , weiche die Bedingung enthält, dass die dreipunctige Osadation zu einer 
vierpunctigen ansteige, bestimmt 

Wenn wir in den bdden lotsten der idaitisdien Gleidiungen (d) p und bezüglich ßt^i 
und ßa-'s gleich Null setzen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

qt-^-^qn-.3^jyqn«ii^. . . . 4- 'g = b, 
zur Bestimmung der Durdtschnittspuncte der Asymptote P mit den beiden Curven Qa-'t und 
^D— a , wobei wir, wie in der vorigen Nummer , für die erste dieser Curven das System der 
(n— 1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve nehmen woUen. Nennen wir diese Durch- 
schnitte bezüglich PS P% P^ . . P°*' und P| , P2, Ps • • Pn--a und A den Durchschnitt der- 
selben Asymptote P mit der Lii|ie Q, so ist: 

y«— {AP»-l-AP»-f-AP^+--^AP°-^}, 

* = — {AP, +APa + AP3+ • • +APn^.|. 

Endlich ist , wenn wir den Mittelpunct der Hyperbel (2) durch C bezeichnen und dann in 
der identischen Gleichung r = q+ap+i^ 

zugleich r=so und p=»o setzen: /S^— q3=— AC. 

6 



43 Erster Abschnitt. Uaeudliche Zweige. 

Die CHeichmif (6) » welche die Bedingt; etaer lierpnnctif en Osevlation awdrfidLt , geht 
hiernach in die folg^ende üher: 

AP^-^AP^-fAP^4. . . . +AP-*=:AP,+Ap2^AP84- • • -4-APn-i-«-AC; 
and vereinfacht sich noch, wenn wir die Mirte der Puncte P>, P^ P\ . • P"**^ (das heisst den 
Schwerpunct gleicher Gerichte, die wir uns in diesen Pancten angebracht denken) durch P^ 
and die Mitte der Puncte P| , P^ , P3 . . P„.3 und € durch P(t bezeichnen ; wonach man, wenn 
man zugleich durch (n — 1) die beiden Theile der vorstehendai Gleichung dindirt , die foU 
gende Gleichung erhalt: AP» — APo. 

Die Mittelpuncte aller Hyperbeln, deren ein Zweig/ eine gegebene 
Curve II. Ordnung in unendlicher Entfernung vierpunctig osculirt, faU 
len in demselben Puncte der gemeinschaftlichen Asymptote beider zu« 
sammen. Dieser Punct ist dadurch bestimmt, dass er mit den (it — 2) 
Durchschnitten der genannten Asymptote mit der gegebenen Curire ein 
System von (11— I) Puneten bildet, welches mit dem System der (»— 1) 
Durchscbnittspnncte derselben Asymptote mit den (n — 1) übrigen Asym« 
ptoten der gegebenen Curve eine gemeinschaftliche Mitte hat 

47. Wenn wir, um in der geometrischen Deutung der Resultate der 44. Nummer fort- 
zuschreiten, die Hyperbel (2) so bestimmen wollen, dass sie die gegebene Curve fünfpunctig 
osculire, so muss neben den Gleichungen (5) und (6) auch noch die Gleichung (9) befKe- 
digt werden. Die Form der Gleichung (2) drückt schon aus , dass die bezügliche Hyperbel 
mit A€t gegebenen Curve die Linie P zur gemeinschaftlichen Asymptote hat. Von den dr^i 
Con^tanten /u, ß und a, von welchen diese Hyperbel ausserdem nur noch abhängt , wird durch 
die Bedingung eines dreipunctigen Contactes die erste und durch die Bedingung eines vier-, 
punctigen zugleich die zweite bestimmt. Es bleibt also hiernach nur noch die dritte Con- 
staute a , welche die Richtung der zweiten Asymptote R der Hyperbel (2) gibt, willktihrlich 
anzunehmen übrig. Durch die neue Gleichung (9) wird diese Constante auf einzige Art be- 
stimmt. So lange also der Coatact nur bis zu einem vierpunctigen ansteigt, können wir der, 
übrigens vollkommen bestimmten, zweiten Asymptote der H}7erbel (2) noch jede beliebige 
Richtung geben; unter diesen verschiedenen Richtungen gibt es indess eine einzige und voll- 
kommen bestimmte, welche der in unendlicher Entfernung fünfpunctig osculirenden Hyper- 
bel angehört. 

Die Gleichung (9) geht, mit Berücksichtigung der Gleichung (5), in die folgende über: 

Wir können voraussetzen, dass die Linie Q durch den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller 
auf der Asymptote P nerpunctig osculirenden Hj'perbeln gehe. Alsdann ist /^ »^ o und man 
erhalt : y = ^ , 

Der allgemeine Werth von a Hesse sich hiernach, wie die Werthe von X und ß, ohne Schwie- 
rigkeit geometrisch darstellen; doch ich sehe hierbei keinen Nutzen. 

48. Da alle Constanten der Hyperbel (2) dadurch vollkommen bestimmt sind, dass die- 
selbe eine füqfpuoctig osculirende ist, so gibt es, im Allgemeinen, keine sechspunctig oscu- 
lirende Hyperbel. Die Bedingungs - Gleichung (10), welche, wenn der Contact vwk dieser 
Ordnung sein soll, hinzukommt und die nach den Bestimmungen der vorigen Nummer sich 
auf die folgende vereinfacht //(or — u&) = « — x , 

und nach der Elimination von » in 

übergeht, drückt also aus, von welcher besonfit^m Natur die gegebene Curve sein muss, 
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wenn eine solche seclispuiietig ascidirende Hyperbel existiren soll. Alsdann gibt es, im 
eigendicbes Verstände keiae fttafpuactif oscidirende Hyperbel, weil der Contact sogleich von 
eiiiem vierpunctigen su einem sechspunctigeu überspringt. 

Es kann, in mehr noch «ntergeoisdneten Fäulen, die einzige fHafpnnotig osculirende Hy. 
perbel auch durch eine mehr als sechspmctig osculirende H}'perbel ersetzt wer<fen. Der Con* 
tact kann im Allgemeines , wenn die gegebene Curve von der n. Ordnung ist , bis zu einem 
Snpunctigen ansteigen. Die folgenden Nummern werden hierüber mehr Licht verbreiten. 
Während Bemlich, fOr die letzten Entwicklungen der Keim schon in meinem Systeme der 
analytischen Geometrie (Dritter Abschnitt, §. S.) liegt , wollen wir jetzt in unsem Betrach<.> 
tungen von demjenigen Gesichtspuncte ausgehen , der diesen Band meiner Arbeiten von den 
frühem characteristisch unterscheidet Wir werden auch hier wieder eine Bestätigung dafür 
tinden , dass die grossere Allgemeinheit und Abstractheit , die wir in das Princip einer ma- 
thematischen Darstellung legen, durch. die Einfachheit und Leichtigkeit der Entwicklung be- 
lohnend aufgewogen wird. — 

49. Wir wollen in der Gleichung einer gegebenen Curve der n. Ordnung eine solche 
Hyperbel , welche mit ihr nach der Richtung einer ihrer As}7nptoten in unendlicher Entfer- 
nung einen Contact von irgend einer gegebenen Ordnung hat, unmittelbar in Evidenz treten 
lassen, und hierbei erstlich voraussetzen, dass dieser Contact ein 2mpunct]ger sei. Die oscu- 
lirende Hyperbel schneidet alsdaim die gegebene Curve im Allgemeinen in 2n Puncten , und 
von diesen liegen 2m nach der Riditung der gemeinschaftliehen Asymptote, die wir wieder- 
um P nennen wollen, unendlich weit und sind also auch als die m Paare von Durchschnit- 
ten der Hyperbel mit m geraden Linien , welche in der Asymptote P zusammenfallen, anzu* 
sehen. Aus einer schicklichen algebraischen Verbindung der Gleichung der Curve 

' . ßa = (1) 

mit der Gleichung der osculirenden Hyperbel , welche wiederum die folgende sein mag : 

pr-f^ = o, (2) 

muss hiernacli eine neue Gleichung sich ergeben, in welcher p"* als Factor sich herausstellt. 
Durch diese Bemerkung wird eine identische Gleichung von 4er nachstehenden Form bedingt : 

deren Disrussion alle fraglichen geometrischen Beziehungen in ein helles Lieht stellen wird« 
Lassen wir den Ausdruck (pr+^) verschwinden, so tritt der, verlangte Factor p"" in der 
Function ün wirklich in Endenz. Damit die Form dieser Function die allgemeinste werde, 
haben wir im ersten Gliede ihrer Entwicklung jenem Ausdrucke des zweiten Grades die all- 
gemeine Function des (»—2). <}rades Qn^2 und der m. Potenz yon p im zweiten Gliede die 
allgemeine Function des (n— m). Grades i2o-*n als Factor beifügen müssen. Die einzige 
Asymptote der gegebenen Curve, welche in der vorstehenden identischen Gleichung in Evi- 
denz tritt , ist P , denn nur dann , wenn die entsprechende lineare Function p verschnindet, 
reduetrt sich der Grad der Function Qa nm zwei Einheiten. Diejenige Curve der (it-— m). 
Ordnung welche durch die Gleichung : 

fl.^« - o , (4) 

dargestellt wird, geht durch die, nicht auf P unendlich weit liegenden, noch übrigen 2(n -m) 
Durchscbnittspuncte. 

M'enn der Contact auf der Asymptote P zu einem (2iii+l)punctigen ansteigen soll, so 
muss von den letztgenannten 2(fi— m) DurchschnittqHUicteu der osculirenden Hyperbel mit der 
gegebenen Curve einer nach der Richtung von P unendlich weit rücken , oder mit andern 
Worten , es muss die Curve (4) eine solche Asymptote haben , welche mit der As>'mptote P 
parallel isU Diess bedingt die nachstehende PartTcularisation der Function ß»-^ : 
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wonach ik Gleiclran|^ (3), iodem sie eine Constante verliert^ im die folgende sidi verwan- 
delt : S2n s (pr+A)ßfl-a + p"[iM(p+a)0n-«-i + aii^-n^J. (6) 

Es ist offenbar , dass, wenn swei der 2<n-^iii) Darchscbnittspuncte der Curve (4) mit , 
der fhiflichen Hyperbel (^) auf P unendlich weit liegen, wonach P eine A83inptote der ge* * 
nannten Curve wird, die Gleichung der gegebenen Curve diejenige Form haben muas, die durdi 
die identische Gleichung (3) angei^eigt wird, wobei m um eine Einheit wächst Um diess 
direct nachzuweisen , wollen wir , in Gemässheit der obigen Voraussetzung a in der letztea 
Gleichung gleich Null nehmen. Dann kommt : 

iin = (pr+A)ßn-a •*-/Mp'"+'0n-«-i + ^p^flc 



»D— m- 



= (pr-f^Xßn-, + ^.p'"ßn_„-a] + [il*p"»+*0n-«-i — ^p'^+'rßü-.m-^J 
= (pr+i)fl^n-a + /«'p"'+^ß'n-«-f , 

indem wir, der Kürze halber, 

setzen , wonach die beiden neuen Functionen die allgemeinen ihrer Ordnung sind. 

Zugleich ist durdi diese letzten Umformungen die Form der Gleichung (3) fttr (m+1) 
gerechtfertigt, wenn ihre Gültigkeit fSr m dargethan ist Sie ist also überhaupt gerechtfer- 
tigt, wenn sie, was unmittdbar in die Augen springt, fttr den Fall, dass ]fi=o. Statt findet« 

50. Im Allgemdnen ist die Anzahl der Constanten in den beiden Gleichungen: 

(piM-X)ß||-, + iUp«ßn-m = , (1) 

(pr+^)ßD-a + P"[A<(P +a)0n-in-i + oßn-m-il = O , (2) 

eine fiberzähUge, wegen der durch ihre Form hervorgerufene Abhängigkeit der beiden Fun- 
ctionen ßn^s und ßo-« von einander. Wir können die erste dieser Functionen um eine will- 
kührliche Function von der Form ^p'"ßn— m.^ wachsen lassen, und brauchen dann bloss, 
damit die Gleichung (1) unverändert dieselbe bleibe, die Function ßo^m nur mit einer an- 
dern Function derselben Ordnung zu vertauschen. Die Anzahl der überzähligen Constanten 
ist daher der Anzahl der Constanten der Function (>ßB— m-s gleich und beträgt hiernach 

(Ji— m— 2)(«— nn-l) , ^ 

Für ifl=ii--2 redncirt sidi diese Anzahl auf Eins , wobei die wOlkührUche Function in eine 
willkührliche' Constante sich verwandelt Fttr m^ti— 1 und fttr m=n , findet die in Rede ste- 
hende Transformation gar nicht mehr Statt Wir können also, unter dieser Beschränkung, 
aus der vorstdienden Gleichung (1) durch eine particuläre Bestimmung der Function ßa-.« 
und ß;.B (etwa indem wir die erste dieser beiden Functionen als von p und einer beliebifen 
zweiten linearen Function q abhängig betrachten und dann alle Glieder, welche p bis zur 
ZI. Potenz einschliesslich enthalten, ausfallen lassen) die obige Anzahl von Constanten fort- 
sdiaffen ; wonach deren noch 
64. (n—i)(fh\-t) ^^^ («— m)(jt— wH-a) r (it— m— 2)(it— zH-l) ^^-i ^ n(iH^) ^/^^jj) (3) 

2 2 L Z J 2 

übrig bleiben. In der Gleichung (2) beträgt hiernach die Anzahl der Consianten Eins wo» 

niger, also *^^^^ - [(2m+l) - 5]. (4) 

Bezeichnen wir den Contact der Curve mit der Hyperbel überhaupt als einen fpunctigen, so 
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kttttQea wir £e leiden AusdrOdLe (S) tttti (i) in im l»If enien^ wtfmmnifnfMsen : 

?^ - (?-5). (5) 

Wir seiMii hienuis , dass Ar einen fBnQpvnctigen Centact die ConsUnten-Ansahl, die ge- 
rade nodiMendige Air Cnrven der n. Ordnung üherbttapt ist ; dass aber , wenn die Ordnung 
des Contactes ansteigt ^ fto jeden neven* Punet, der mit den auf P unernUidi weit entfernten 
Osculationspuncte sich vereinigt , die notliwendige Ancald von Constanten um eine Einheit 
sich vermindert Diess ist damit in üefcereinnf immnng , dass eine gegebene Curve der n. 
Ordmn^ auf tmer gegebcaen Asymptote jedesmal von einer eimrigen Hyperbd fünf^uncti^ 
osculirt wird , dass sie aber jedesmal einer neuen Beschränkung untem^orfen werden muss, 
wenn die Ordnung des Contactes, von einem fttnfpunoligen an, um eine neue Einheit wächst 
Wenn der Contact hingegen ein bloss vierpunctiger ist, so enthält die entsprechende Glei- 
chung (1), indem wir ni=2 setnen, nodk eine nberaählige Constante; ist der Contact nur ein 
dreipunctiger, so enthält, indem wir m^l setnen , die Gleichung (2) noch 2wei tlberzählige 
Constanten. Diese werden dadurch bedingt, dass die fragliche Hyperbel, wenn sie nur vier- 
und dreipunctig oscuUrt, in keiner ausschliesslichen Besiehung nur Curve steht In dem ersten Falle 
muss die Function (pr+A) , welche einer solchen Hyperbd entspricht , nothwendig eine will- 
kührlicbe Constante, von welcher die Richtung der «weiten Asymptote R abhängt, einschlies- 
sen ; in dem zweiten Falle , müssen nwei solcher Constanten da sein und von d^udben die 
Lage der Asymptote R Oberhaupt abhängen* In Debereinstimnwmg hiermit können wir wirk- 
lich der Gleichung (pr+X>Qa-a + /up^^n-^ — e, 
welche auf den Fall einer vierpunctigen Osculation 4iGh besieht , in die folgende von gans 

gleicher Form (p(r+yp)+Jt)ß0-i + f«'p*ß^ = o, 

in der y jeden beliebigen Werth haben kann, verwandeln, indem wir, der Kürze w^en, 

setzen. Und ebenso können wir die folgende Gleichung, die einem bloss dreipunctigen Con- 
tacite entspricht, (pr+A)ii-a + p[^(p+a)0a-a.+ ailf^ = d, 

ohne sie dabei im geringsten zu ändern ^ indem wir 

r-i-yp + J = r, 

^'pßL. + ^Si'L^ s f*'(p+a')©;^, + cr'fl;^, 
setzen y mit der nachstehenden von ganz gleicher Form vertiinsdien: 

(pr +X)i2U. -*- p[jti'(p+a')e^n-. + flr'i?n-3l * 0. 
In den oben ausgeschlossenen Fällen endlich, wo m» n 1 und m^n^ und demnach die 
Ordnung der Osculation eine (te— 2)punct]ge, (iit— l)punclige oder inpuctige ist, tritt in 
den entsprechenden Gleidiungen : 

(pr+X)i2n^ + iupo-»s = 0, 
(pr+-^)i?D-t + iup«-HFp«-*=»o, 
(pr-f-Ä)ü-, + i^p» « o. 
unmittelbar die durdi den Ausdruck (6) bestbnmte Anzahl von Constanten hervor. 

61. Die Gleichung (fr^X)Qn^ + ftf^Q,,,^ » o, 

in welcher eine impunctig osculirende Hyperbel in EvidsM tritt, wird befriedigt, wenn 
wir zugleiiA: flu-»*»©, P" = e, 

seteen. Diess heisst , wenn wir geometrisch deuten , es lässt AA duTdi die Cn— S> I>«reh. 
schnittspuncte der gegd^enen Curve n. Ohhmng mit ihrer Asymptote P eine Ciffve der (ii--*9). 



r 
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Ordnung iQb-^ 1^9^ 9 welche die gegebene in jedem dieser (n— 2) Durchsduiitt^uiiole jii|inn-* 
ctig osculirt. Und, umgekehrt, wenn diese Möglichkeit vorbanden ist, so gibt es in unend- 
licher Entfernung eine wenigstens 2mpunctig osculirende Hyperbel. So lange m kleiner ist 
als (M^l), gibt es solcher Curven der (n-— 2). Ordnung unendlich viele, welche, wean ^fin.m— 1 
nach einander alle wilHLührlichen Functionen der (n — m— 2). Ordnung bedeutet, nach der 
vorhergehenden Nununer, alle durch folgende Gleichung dargestellt werden: 

ßn— a •*• (>p^ßn— OH-» = O. 

Jede solche Curve schneidet die gegebene ausserdem noch in (x— 2)(ji — m) Puncten, welche 
alle auf einer Curve der im—n). Oränung liegen, für deren Gleichung sich .die nachstehende 
ergibt: ixQn^m -^ (>(pr-f«A)fla— »-« = o. 

Denn die beiden letrten Gleichungen befriedigen , wenn sie zugleich bestehen , die Gleichung 
der gegebenen Cun-e. 

Auf diese Weise haben wir die geometrische Bedeutung der zu Anfang der vorigen 
Nummer betrachteten überzähligen Constanten nachgewiesen. 

Wenn, bei einer willkührltchen Annahme der Function pßo— m-a, die durch die letzte 
Gleichung dargestellte Curve der Cn-^nt). Ordnung eine solche As>inptote hat, die mit P pa- 
rallel ist, so haben es, nach der Form dieser Gleichung, alle solche Curven. Dann steigt 
die Ordnung der Osculaiion nach der Richtmig von P in unendlicher Entfernung von einer 
2mpunctigen zu einer <2m-hl)puiictigen an. 

52. Um zu particularisiren, wollen wir zuvörderst die Curven der dritten Ordnung •be- 
trachten. Hier entsprechen einer drei-, vier-, fünf- und sechspuhctig in unendlicher 
Entfernung osculirenden Hyperbel bezüglich die nachstehenden vier Gleichungen. 

(pr-f-X)q + it«p[(p+a)s -v a] = o, (1) 

(pr-i-^)q -I- /4p s = 0, (2) 

(pr-H;Oq -I- /^p^(p-*-a) = 0, (3) 

(pr-f-X)q + /cp^ = 0. (4) 

Von diesen vier Gleichungen enthalt nur die dritte, welche auf einen ftinipunctigen 
Contact sich bezieht, die für Curven der dritten Ordnung, im Allgemeinen, nothMendige und 
hinreichende Anzahl von Constanten, nemlich neun. Da keine überzählige Constante diese 
Gleichung unbestimmt macht, so ist sie mithin die allgemeine der Curven dritter Ord- 
nung. Die letzte Gleichung enthält nur acht Coustauten, und unter diesen keine überzählige. 
Nur Curven dritter Ordnung von einer besondem Art — die wir aus der Form der Gleichung 
sogleich näher bestimmen werden — haben eine sechspunctig osculirende Hyperbel ; die Glei- 
chung (4) ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, weil ihr an der allgemeinen Anzahl 
der Coustauten nur eine fehlt. Die zweMe Gleichung enthält eine überzälige Constante, 
welche daher rührt , dass die Bedingung eines vierpunctigett Contactes in der Gleichung der 
osculirenden Hyperbel eine Constante unbestimmt lässt. Die erste Gleichung endlich enthält 
drfi Constanten zu viel und muss also, weil eine dreipunctig osculirende Hyperbel nur zwei 
willkührliche Constante zulässt, in der obigen Form, abgesehen von dem , der Hyperbel ent- 
sprechenden Factor (pr+A), noch eine überzählige Constante einschliessen. Diese kommt 
auf die Function q; denn in Uebereinstimmung mit der 50. Nummer, können wir, indem q 
eine beliebige Constante bezeichnet, die obige Gleichung CD ^Jmk auf folgende Weise schrei- 
*«ö- (pr+AKq4-(>p) + /«'p[(p+«)8-f.a] =»= 0, 

so dasff die Form dieser Gleichuag sich nicht ändert, wenn wir in ihren ernten OUede (q-«-(>p) 
stau q in Evidenz bringen. Alle geraden Linien, wflehe, bei willkührlicher Annahme von 
(>, durch die folgende OleidMing q -^ pp «»: o (5) 

dargestellt werden , stehen in gleicher geomeurisoker: Beziehung nu der gegebenen Curve. 
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Wir können iMbeson^ere g so bcnliMMii , 'Jass . • 

q ^ Pf SS g «f* T. 
Dann nimmt die Gleichung der Curve, wenn viir die Accente fortlassen; die folgende Form 
an: (fur-t-IKs^t) -^ iKp[(p-i*a)s -4^ <f} «^ o, 

ond entkält nnn nur nock 11 Constanlen, von denen die beiden ttberzftbligen auf die im* 
vollständige Bestimmung einer Hyperbel dnrch^ die Bedingung einer dreipuiictigen Oaculatiott 
kommen. Diese letzte Form ist aus der Gleichung (1> durch eine solche Particularisation hervor* 
gegangen, wekhe von den Relationen einer solchen Osculation unabhängig ist und die des- 
halb ftfr uns nur eine untergeordnete Bedeutung hat ' Wir erkennen indess sogleich , dass 
die Function (s-f-r), durch welche die Fimotion q ersdtnt worden ist, eine solehe gerade li* 
nie bezeichnet , welche, wahrend Q jede beliebige Richtung haben kann , insbesondere einer 
Asymptote der gegebenen Cnrve n. Ordnung parallel ist; 4enn setzen wir in der letoten 
Gleichung (s+t) =: o , so redudrt rieh diese Gleichung auf den zweiten Grad. Die Giei^ 
chung (5) zeigt, dass die gerade Linie Q zwar jede beliebige Richtung haben kann, dab^ 
aber immer durch eihen festen Punct der Asymptote P gehen muss. 

53. Wir wollen zuvOrderst nun die Form der Giefchung (1) 

(pr+A)q -4- pKp+o)»-»-«'] = o, (1) 

welche eine dreipunctige Osculation der bezüglichen Curve dritter Ordnung mit der durch 
die Gleicbimg pr -4- X =^ o , (6) 

dargestellten Hyperbel auf der, beiden gemeinschafUichen Asymptote P in unendlicher Entfer- 
nung , anzeigt , näher ins Auge fassen. , Der Gleichung (1) geschieht Genüge , wenn neben 
der letzten Gleichung auch die folgende befriedigt wird : 

(p+a)s -f- iör== 0, (f> 

welche eine solche Hyperbel darstellt, die eine mit P parallele As^^mptote hat Die beiden 
Hyperbeln (6) und (7) schneiden sich nur in drei Puncten, und diese Puncto sind die ein- 
zigen Puncto, in welchen, abgesehen vom unendlidi weit entfernten Osculationspunete , die 
gegebene Curve von der osculirenden Hyperbel geschnitten wird. 

Ffir die Durchschnittspuncte der Linie Q mit der Curve ergibt sich: 

p = o, 

(p4-a)8 + a = 0, 

so dass einer auf der Linie P , und die beiden andern auf der Hyperbel (7) liegen. Lassen 
wir, in Gemässheit der Schluss-Bemerkungf der vorigen Nummer, die Linie Qum ihren. Durch-* 
schnitt mit der Linie P sich beliebig drehen , — und dieser Durchschnitt ist dadurch voll- 
kommen bestimmt, dass er zugleich der einzige Punct ist, in welchem die gegebene Curve 
dritter Ordnung von ihrer Asymptote P geschnitten wird -^ so schneidet sie in jeder ihrer 
Lagen die gegebene Curve ausserdem noch in z^A Pnneten ; und legen wir dann durch diese 
beiden Puncto eine beliebige Hyperbel , [(7)] welche tiberdiess nur noch eine Asymptote hat, 
welche mit der geraden Linie P paralld ist, so schneidet diese Hyperbel die gegiebene Curve 
ausserdem noch in solchen drei Pnncten, durch welehe ehie zweite Hyperbel geht, wdehe die 
gegebene Cnrve nach der Richtung ihrer Asymptote P dreipnnetig oscufirt. Kennen wir. diese 
drei Puncto , so ist diese zweite Hyperbel dadurch , dass sie nberdiess die Asymptote! P zu 
der ihrigen hat, auf lineare Weise bestimmt Wenn andrerseits aber eine Cnrve (drkter 
Ordnung) und eine ihrer Asymptoten P gegeben ist, so hängt eine Hyperbel, wdche die Curve 
auf dieser As>'mptote dreipnnctig oscnlirt, nur noch von zwei wHlkfihrUchcn Constanten «b 
und ist also vollkommen bestimmt, sobaM ^ der Bedingung unterworfen ist, durch krgend 
zwei gegebene Puncto, die insbesondere auch auf der Curve sribst <nnter den letzt b^zeich* 
neten drei Durchschnittspuncten) angenommen werden kOntfen^ zu gehen. ' Die Coiistruction 



q = 0, 



48 Erster Absdiaiit. Unendlichjs Zweige« 

der Hyperbel hüngt also hiemacli nur von der BestuMMNi(|[ irgend eines driltcn Ponctes itt* 
selben (des dritten jener drei Durchschnittspuncte) ab. ; .Hiernach erhalten wir die Auflösung 
der nachstehenden Aufgabe: 

Eine Hyperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
dreipunctig oscnlirt, und «berdiess. in »wei gegebenen Puncten 
schneidet 

Man lege durch den Durdsdmittspunct der gegebenen Cnnre nit ihrer Asymptote P 
eine gerade Linie , weldie die Curve noch in nwei Puneten [N und N'] schneidet, beschreibe 
durch diese beiden Puncte und die beiden gegebenen Puncte [M und M'] eine Hyp^bel , die 
eine der geraden Linie P parallele Asymptote hat Biese Hyperbel schneidet die gegdbene 
Curve noch in einem einzigen Puncte [N"]. Alsdann ist die verlangte Hyperbel diejenige» 
wddie durch die drei Puncte M, M' und Sf' gebt und die Asymptote P auch zu der ihn- 
gen hat 

Alle angezeigten Constructionen sind bloss lineare. Es liegt nicht in unserer Absicht, 
hier in die Ausführung derselben einzugehen. 

54. Wir wollen zur Betrachtung der Form der Gleichung: 

(pr+^)q + fif^B = , 
welche eine vierpunctige Osculation anzeigt, Obergehen. Zur Bestimmung der Durch- 
schnitte der bezüglichen Curve mit der Linie Q erhalten wit die folgenden Gleichungen: 



\f'^ 0, 
)s = o. 



q = 0, 

f» — w. / 

Es fallen also von den drei Durchschnittspuncten zwei auf der Asymptote P zusammen; die 
gerade Linie Q ist also die Tangente der Curve in demjenigen Puncte, in welchem diese 
von der Asymptote P geschnitten wird und ist hierdurch volllLommen bestimmt Ihr dritter 
Durchschnitt mit der Curve liegt auf der geraden Linie S. Die Gleiduing der gegebenen 
Curve wird femer befriedigt , wenn zugleich die folgenden Gleichungen Stattt finden 

8 = 0.* !' = •' 

/pr + A = o. 
Die gerade Linie S geht also , ausser durch den Durchschnittspuuct auf Q , auch noch durch 
die beiden Puncte, welche, abgesehen vom Osculationspuncte , die beiden einzig]»! Durch- 
schnittspuncte der Curve mit der oscuUrenden Hyperbel sind* 

Wem wir also in dem einzigen Durchschnittspuncte der Curve mit ihrer Asymptote P 
eine Tangente Q an die Curve legen, so schneidet diese Tangente die Curve ausserdem noch 
in einem einzigen Puncte, und dieser liegt mit denjenigen beiden Puneten, in welchen die 
Curve von einer vierpunctig osculirenden Hyperbel geschnitten wird, in gerader Linie S. 
Dieser Satz gibt die Construction der folgenden Aufgabe. 

Eine Hyperbel zu beschreiben^ welche eijie gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote ii| unendlicher Entfernung 
vierpunctig osculirtund tiberdiess in einem gegebenen Puncte sehneidet 

Man lege an die Curve in ihrem Durchschnittspuncte mit der gegebenen Asymptote eine 
Tangente, und verbinde denjenigen Punct, in welchem diese Tangente der Curve* zum zwei*« 
len Male begegnet , mit dem gegAenen Puncte auf der gegebenen Curve durck eine gerade 
Linie ; man bestimme den dritten Punct, in welchem die^e gerade Linie die Curve schneidet 
Dieser Punct ist alsdann ein neuer Punct «der zu bestimmenden HypeiM, die dadurch voll« 
ständig bestimmt ist,, dass sie durch zwei gegebene Puncte geht und tiberdiess mit derge^ 
febenen Curve auf der Asymptote P einen dreipunctigen Contact hat 
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Eine einfahre CongtnictioB der fragfKcIieii B>7erbel ergibt sieh , wenn wir , statt diese 
Censtmetioii auf die Aufgabe der vorigen Nummer zurficiunifti|ireii, nach dem Satae der^ 
Nummer*) den Mittelpunct dieser Hyperbel bestimmen. Dann sind zwei gegebene Puncte, 
die gegebene Asymptote P und der auf ihr bestimmte Mittelpunct zur vollständigen Bestinu 
mung der Hyperbel hinreichend. 

65. Aus der vorigen Nummer ergibt sich der nachstehende Sats : 

Alle Hyperbeln, welche eine gegebene Curve der dritten Ordnung 
auf derselben Asymptote in unendlicher Entfernung vierpunctig osculi- 
ren, haben mit der Curve solche gemeinschaftlichen Chorden, welche 
alle durch einen festen Punct der Curve gehen. 

Unter den unendlich vielen vierpunctig osculireuden Hyperbeln befindet sich eine einzige 
Uebergangs-Hyperbel , für weiche der Contact zu einem fttnfpunctigen ansteigt In den Be- 
ziehungen der vorigen Nummer ändert für diese Curve sich weiter nichts , als dass , indem 
die Function s in (p+a) flbergeht, die Linie S der Asymptote P parallel wird , und also der 
Curve, ausser in dem Durchschnitte mit der Linie Q, nur noch in einem einzigen Puncte begegnet 
Dieser Punct, welcher zugleich auf der fiOnfpuoctig osculireuden Hyperbel liegt, ist hiemach 
leicht zu coBstruhren ; wir brauchen nur in dem einzigoi Durchschnitt der Asymptote P mit der 
gegebenen Curve dritter Ordnung an diese eine Tangente zu legen, und dann durch denjeni- 
gen Punct , in welchem diese Tangente der Curve zum zweiten Male begegnet, eine mit der 
Asymptote P parallele gerade Linie zu ziehen. Diese gerade Linie schneidet die Curve aus- 
serdem nur noch in einem einzigen Puncte und dieser Punct ist der zu construirende» Auf 
diese Weise ist also, auf die Aufgabe der vorigen Nummer, die folgende Aufgabe zurück- 
geführt: 

Eine Hyperbel zu besehreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote fünfpuncttg osculirt 

S6. Wir haben bisher noch die Gleichung (4) der 58. Nummer, 

(pr+A)q-4-^3 = o, 
welche auf einen sechspunctigen Contact sich beadeht, unberücksichtigt gelassen* Dieser 
Gleichung geschieht Genüge , wenn wir zugleich 

q = o, p» = o 

setzen ; hiemach ist Q eine solche Tangente, welche die gegebene Curve, im Berührungspuncte 
auf der Asymptote P, dreipunctig osculirt, oder , mit andern Worten , es hat die Curve einen 
Wendnngspunct auf ihrer Asymptote P , und die Tangente in diesem Wendungspuncte ist Q. 
Hiermit ist geometrisch die durch die Existenz einer s^chqpunctig osculireuden Hyperbel be- 
dingte Particularisation der Curve ausgesprochen. 

in dem fraglichen Falle einer sechspunctig osculireuden Hyperbel gibt es, wie in dem 
Falle einer bloss fünfpunctig osculireuden, unendlich viele vierpunctig osculireuden Hyperbeln, 
unter welchen jene immer noch den Uebergang , aber einen Uebergang von besonderer Art, 
bildet Lassen wir eine dieser vierpunctig oscuUrenden Hyperbdn einer der in Rede stehen- 
den Curven dritter Ordnung in Evidenz treten , indem wir zu der Form d^ Oleichnng (3) 
der 52. Nummer (pr-t-^)q -*- fifH = o 

zurückgehen , so muss die Particularisation der Curve auch in dieser Form durch das Aus- 
fallen einer Constanten sich aussprechen. Die dieser Form entsprechende Linie Q berührt die 
Curve Im Durchschnitte derselben mit der Asymptote P , und ist also, da dieser Durchschnitt 



*) Sy$tem. Dritter Ab«ciiDHt, 178. 
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dn WenAmg^spuiict ist, lUe Tangente in Lesern Puncte; wonadi die vorstehende Oleiehung 
dnrch das Versdiwinden von q auf p^ «= o sich rednciren mnss. Hiernach ist folgende Fhdc- 
tioB - Bestimmung gegeben: s = p 4- xq, . 

so dass die Oleidiung der Curve die nachstehende Form 

(pr-f-^)q 4- iup'Cp+'^q) « o, 
mit bloss neun Constanten, annimmt. Unter diesen neun Constanten befindet sich immer 
noch die überzählige , welche sich auf die unvollständige Bestimmung der vierpunctig oscu- 
lirenden Hyperbel be-üieht 

Deijenige feste Punct der Curve , in welchem , nach dem Satxe der &S. Nunmer, die ge- 
meinschaftlichen Chorden der Curve mit allen einzelnen vierpunctig oscuHrenden Hy^erbdn 
sich schneiden , ist hier ein Wendungspunct der Curve und liegt auf deijeiiigen ihrer Asym- 
ptoten, auf welcher die Osculation Statt findet 

57. Die Resultate der 52.— &5. Nummer bestätigen, wie die RelatioBen des Endlicben 
auch in unendHder Entfernung noch fortbestehen, wobd aber nicht aus den Augen zu ver- 
lieren ist, dass sie hier nur in so fem eine reelle Existenz haben, als der mathematische 
Begriff des Unendlichen den Begriff der Gränze einschliesst. Bekannt ist , dass eine Hyper- 
bel dne gegebene Curve der dritten Ordnung in sechs Puncten schneidet und dass, wenn man 
durch diese sechs Puncte drei gerade Urnen (iberhaupt irgend eine beliebige zwdte Curve 
der dritten Ordnung) legt, diese drei geraden Linien die Curve noch in drd Puncten schnei- 
den und dass diese Puncte auf dner neuen geraden Linie (Q) liegen. Ist dne Asymptote 
der gegebenen Curve zugleich dne Asymptote der Hyperbel, so können wir die^e für eine 
jener drei geraden Linien nehmen. Wenn die Hyperbel drdpunctig osculirt, so ist dann eine 
zweite der drei geraden Linien mit der fraglichen Asymptote panülel , wodurch noch kdne 
nähere Bestimmung fiber die Richtung von Q gegeben ist. ^) — Damit die Ordnung der 
Osculation zu einer vierpunctigen ansteige, muss eine zwdte jener drei geraden Linien i in 
die Asymptote P fiillen. Dann fidlen also auch zwd der drei Durchschnittspuncte , weldie 
die Linie Q verbindet in einem Puncto der Asymptote P zusammen und daher berührt die 
Linie Q die Curve in diesem Puncte. Soll die Hyperbel dne ftlnfpunctig osculirende sdn, 
so muss die letzte jener drd geraden Linien der Asymptote parallel sein. Es fallen endlich, 
in dem Falle einer sechspunctigen Osculation alle drei geraden Linien in die Asymptote P 
zusammen , wonach die Curve nothwendig auf dieser Asymptote dnen Wendungspunct haben 
muss , in welchem Q die Tangente ist 

Die in dem Vorstehenden gewonnenen Resultate steUen sich als Modiflcationen derjenigen 
dar, die sich auf die analogen Fälle, dass die Osculation in einem gegebenen, nicht unend- 

*) Den angezeigten geometriachen Voraussetzungen entspricht, für eine dreifache Osculation, die nacli- 

stehende Form : (P>'+^)<I "h f^PiP'i'^)* *" ^ > 

welche, wenn wir die beiden überzähligen Gonstanten der Hyperbel abrechnen, die gerade noth- 
wendige Anzahl tob Conitanten einschlieest. Dieses ist daraus sch«n klar, dast sobald die Gurre 
und die oscnlirende Hyperbel gegeben sind, die Goastruction der, den übrigen Functionen entspre- 
cUanden» geraden Linien keine Wilikührlichkeit mehr zalasst. Nur kOnnen, im Allgemeinen auf 
dreifache, und immer einmal auf reelle Weise, zwei gerade Linien so gezogen werden, dass eine 
derselben zwei der drei nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncte von Curve und Hyper- 
bel, Ton denen einer nothwendig reell ist, verbindet, und die andere durch den dritten Punct pa- 
rallel mit P geht: deshalb können wir zwar Immer die letzte Gleichung der 52. Nummer durch die 
vorstehende ersetzen, aber im Allgemeinen auf dreifache Weise, und die Gonstanten - Bestimmung 
der vorstehenden durch jene^ setzt die Auflösung einer Gleichung des dritten Grades voraus. 

Diese mehrfache Gonstanten - Bestimmung fallt fort, wenn wir, bei einer vierpuBctigen Oscu- 
lation, sr Ml setzen. Dann kann die Linie S nur eine einzige sein. 
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Beb weit entfernten Puncte Statt findet, dar, iodk es würde uns yon unsenn Wege ni wät 
abführen, wenn wir in Erörterungen hierüber angehen wolltat Es bietet ^ick uns fibei^iess 
eine Reihe von Aufgaben, die den drei oben behandelten ähnlich aind, dar; aber aueh diese 
können hier kefaie Stelle finden. — 

68. Wir wollen auch noch die Curven der vierten Ordnung als Beispiel neteea, aber 
ohne in irgend eme Constniction einzugehen. Hier entsprechen einer , die Corve , anf der 
Asymptote P, drei., vier-, ffinf«, sechs-, sieben- und achtpunetig oscnlirenden 
Hyperbel, beittglich die nachstehenden sechs Formen: 

(pr-f-A)ß2 + /<p(rp+«)uv + cnv] = 0, (D 

(pr-f-A)ß, + i"p2ß2 « , (2) 

(pr-*-X)ß2 + iup2[(p-H»)u + a] = 0, (3) 

(pr-f-A)ß^ + ^p»u ^ , (4) 

(pr+X)fl2 4- iupXp+a) =«0, (5) 

Cpr-f-Xjfl^ + iup« == o. (6) 

Die Form der Gleidiung (1) ändert sich ivcht, wenn wir iZz init (Sii -^ *V4) vertauschen« 
hiemach können wir die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung , durch Fortsdiafiini 
dreier derselben, auf 1« redudren. Die Olekhungra (2) und (3) behalten ihre Form, wenn 
wir ^2 mit iSij ^ ^cp^ vertauschen, dadurch Iftsst sich die Anzahl ihrer Constanten um Eins, 
also bezfiglich auf 15 und 14 reduciren. Nach diesen Reductionen behalten* die beiden Glei^ 
chungen (1) und (2) bezüglich noch zwei und eine überzählige Constante, und diese kom- 
nlen auf die Unbestimmtheit, welche die Bedingung einer drei- und vierpunctigen Oscu- 
lation der Hyperbel noch einschliesst In der Gleichung (3) hat sich die Anzahl der Con- 
stanten auf die gerade nothwendige reducirt. Den Gleichungen (4), (5) und (6) felden an 
der allgemeinen Anzahl bezüglich eine, zwei und drei Constanten, wodurch die, der Be- 
dingung einer mehr als fünfpunctigen Osculation entsprechenden , Particularisationen in der 
'Natur der gegebenen Cnrve vierter Ordnimg angezeigt werden. Diese ergeben sich sogldch. 

Durch die Gleichung Q^ =z o 

wird ein Kegelschnitt dargestellt, welcher durch die beiden Durdischnittspuncte der gegebe- 
neu Curve vierter Ordnung mit ihrer As>'mptote P geht; weil die obigen Gldchungen die- 
ser Curve alle befriedigt werden, wenn ^ und p zugleich verschwinden. Uebrigens steht, 
in dem Falle der Gleichung U) , dieser Kegelschnitt in keiner weitem besondem Beziehung 
zur Curve. In den Fallen der Gleichungen (2) und (3) , in denen, wenn H^ verschwindet, 
p* als Factor in Evidenz tritt, kann der Kegelschnitt jeder beliebige sein, welcher die Curve 
in ihren beiden Durchschnittspuncten mit ihrer Asymptote P berührt. Insbesondere kann er 
auch in ein System von zwei Taugenten der Curve ausarten , wonach die Gleichung (3) ihre 
einzige überzahlige Constante verliert, indem sie folgende Form annimmt: 

(pr+Ä)qs + /up2[(p+a)u + o] = o. ♦) 

■ ■■■.»■ ' ' * 

*) Nach den Betrachtnagswetsen der Note zar 57. Nummer, können vir die drei Gleichnngen (1)> (2) 
und (3) auch durch die folgenden ersetsea: 

(pr+i)Ä, + ^p(p+a)uv Ä Oi 

(pr+i i2, + ^p'(p+a)u =r o , 
welche, abgesehen von den willkuhrlichcu Conslanten der osculirenden Hyperbel in den beiden 
ersten Gleichungen, wie die Gleichungen (4), (5) und (6) keine überzähligen Constanten haben. 
Nur liisst sich ein und dieselbe Curve, während die in Evidenz tretende osculirende Hyperbel die- 
selbe bleibt, auf funfzehnmaJige Weise durch eine Gleichung von der ersten, und auf dreimaiige 
Weise durch eine Gleichung von der zweiten, wie auch von der dritten Form ausdrucken. 

Ueberhflupt erhallen wir, wenn wir in der Gleichung einer Curve der n. Ordnung eine 2mpunctig 
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In den Fallen der Gleichungen (4) , (5) und (6) , welche auf eine mehr als fUn^ncti^ Os<- 
culation sich hesiehen , ist durch die fegebene Curve der fragliche Kegelschnitt nicht nur 
voUkonunen bestimnil , sondern zugleich durch seine Beziehung zur CuiTe die Particularfsa- 
tion dieser letztem gegeben. In den beiden Gleichungen (4) und (5) erscheint nach den 
Verschwinden von ^ als Factor p\ Die Curve wird also in ihren beiden Durchschnitts- 
pnncten mit Ihrer Asymptote P von dem Kegelschnitte fi, dreipunctig oscuiirt Dieser Ke- 
gelschnitt schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in zwei Puncten ; diejenige ge^ 
rade louie, welche durch diese beiden Puncto sich legen lässt ist, in dem Falle der Gleichung 
(5), überdiess noch der Asymptote P parallel, in dem Falle der Gleichung (6) endlich, 
welche, wenn il, verschwindet, auf p^ sich reducirt , particularisirt sich die gegebene Curve 
so weit, dass sie in jedem ihrer beiden Durchschnitte mit der Asymptote P, von ein und 
demselben Kegelschnitte il^ vierpunctig oscuiirt wird. 

59. Es ist offenbar, dass Singularitäten in kern Laufe eines Zweiges einer continuirli- 
'chen Curve (einer solchen Curve, welche durch eine einzige Gleichung dargestellt wird) in 
dem Laufe anderer Zweige derselben Curve Singularitäten hervorrufen können. Diess ge- 
schieht auch dann noch , wenn eine solche Singularität für unendlich weit entfernte Puncto 
Statt findet , welche, während sie alsdann im absoluten Siime nicht existirt, dennoch ihre Spur 
den endlichen Zweigen der Curve aufdrflckjt. Das ist der Fall der letzten geometrischen 
Beziehungen der vorigen Nummer. 

Es liegt unmittelbar in der Form der folgenden Gleichung, 

SI2 Sij + /ip's = 0, 
weil diese Gleichung mehr als vierzehn , das heisst mehr als die nothwendige Anzahl von 
einander unabhängiger Constanten enthält, der Satz — dass, wenn jßine Curve der vierten 
Ordiiung in irgend zwei ihrer Puncto von demselben Kegelschnitte dreipunctig oscuiirt wird, 
es immer einen zweiten Kegelschnitt gibt, von welchem sie ebenfalls in zviti Puncten drei.« 
punctig oscuiirt wird , in der Art , dass die vier Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 
Wenn die beiden Osculationspuncte auf einem der beiden Kegelschnitte zusammenfallen, 
so oscuiirt dieser die gegebene Curve sechspunc^g und diejenige gerade Linie, wdche die 
ursprünglichen beiden Osculationspuncte verbindet, ist nun die gemeinschaftliche Tangente 
von Curve und Kegelschnitt im Osculationspuncte der hohem Ordnung. Diese Tangente ist 
nur eine gewöhnliche der gegebenen Curve, es haben sich in dem Beriihrungspuncte auf den* 
selben nur die zwei frühern Durchschnittspuncte vereinigt ; sie schneidet also die Curve noch 
in zwei Puncten, und in jedem dieser beiden Puncto wird dieselbe von ein und demselben 
Kegelschnitte immer noch dreipunctig oscuiirt Rückt der Oscnlationspunct höherer Ordnung 
auf der Tangente immer weiter , so besteht, während diese zur Asymptote wird , die letiKte 
Beziehung immer noch fort Wir begnügen uns hier mit dieser blossen Andeutung. — 

60. Wir wollen auch noch in unendlicher Entfernung osculirende Curven der dritten 
Ordnung betrachten , weil hierbei neue Beziehungen zur Sprache kommen , die bei der Ent- 
wicklung der allgemeinen Gesetze, nach welchen Curven überhaupt sich osculiren, nicht 
ausser Acht gelassen werden dürfen. 

Zwei Curven dritter Ordnung, welche eine gemeinschaftliche Asymptote P und auf die- 
ser in unendlicher Entfernung einen fUnfpunctigen Contact haben, werden beide von ein und 



und (2in-f-l)puQctig auf emer Asymptote P osculirende Hyperbel in Evidenz tretea lassen, die 
folgenden Formen (pr-f-il)i2o— 1 -(- /<pn 6a— m t» o , 

Die Gonstanten sind in diesen Gleichungen in der gerade nothwendigen Anzahl vorbanden, können 
aber nicht auf lineare Weise bestimmt werden, so lange m<A— 1. 
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iarselben Hyperbel ttüdpaaelig «sculfart Hiemadi kdniien wir swei soldie Curren dindi die 
folfeaden beiika Oldchiiiigeii: (pr+X)q + ^pXp+*) ^ ^j (1) 

(pr+^K + mVCp-Hi') = 0, («) 

darstellen, wobei die Gleichung der genannte Hyperbel die nachstdiende ist: 

pr + X = o. (3) 

Wenn wir die Gleichnngen der beiden Cnrven von einander abridien, nadidea wir cuvor 
die erste derselben mit q and die sweite mit q multiplidrt haben, so • kommt, nach Fortlas- 
song des gemeinschaftlichen Factors p^: 

/u(p+a)q Ä /t'(p+a')q. (4) 

Diese Gleichung stellt eine Cunre dar , welche alle Durchschnitte des Systems der Curve (1) 
und der Linie Q' mit dem Systeme der Curve (2) und der Linie Q enthalt, nüt Ausnahme 
derjenigen acht, ii«elche auf der Asymptote P li^^. Die Anxahl dieser Durchschnitte be- 
tragt noch acht Unter diesen acht Puncten befinden sich der Durchschnitt von Q und Q\ 
der purchschnitt von Q' mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p-4-a=xo), der Durchs 
schnitt von Q mit der Curve (2) auf der geraden Unie (p+as=o). Die übrigen Durch- 
schnitte sind die Durdischnitte der beiden Curven (1) und (2) unter sich. Von den 
beiden ersten Durchschnitten abstrahiren wir, wenn wir die Gleichungen (4) und (1) zusam- 
menstellen, in .der Art,- dass, wenn wir diese beiden Gleichungen nur Bestimmung der Durchs 
schnittepuncte ier beiden Curven (1) und (2) anwenden , wir als einzigen fremden Punct 
den Durchschnitt von Q mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p-i>/itaso) erhalten. Da 
die Gleichung (4) eine Hyperbel darstellt, deren eine As}'mptote mit der den beiden Curvai 
(1) und (2) gemeinschaftlichen Asymptote P parallel ist , so erhalten wir im Ganzen hier 
nur fünf Durchschnitte, weil der sechste nach der Richtung dieser Asymptote unendlich weit 
liegt und also sdineiden sich die beiden Curven dritter Ordnung ausser auf P , nur noch in 
vier Puncten , wodurch die für die Gleichungen dieser Curven angenommene Form unmittel- 
bar bestätigt wird. Wenn diese vier Durchsehnittspuncte nach einander mit dem Osculations- 
pnncte auf der Asymptote P sich vereinigen, so steigt die Ordnung des Contactes von einem 
fttnfpunctigen allmahlig bis zu einem neunpunctigen. t 

Wenn der Contact ein sechs punctiger werden soll , so muss die Hyperbel (4) eine 
Asjmptote haben die , statt nüt der geraden Linie P Uoss parallel zu sein , mit dieser Linie 
zusammenfällt Diess erfordert : fia = /n'a. (&) 

Das ist also die Bedingung einer sechspunctigen Oscidation. 

Um weiter zu particularisiren , wollen wir 

q=q + i9p+y, 
r = q + tfp + «, 
setzen , wonach sieh die Gleichungen (3) und (4) , wenn wir , was die letztere Gleichung 
betriflt, auf die letzte Bedingungs -Gleichung Rücksicht nehmen, in die folgenden beiden: 

p[q+^p+«] + A = o, 

verwandeln. In dem Falle eines sechspunctigen Contactes, haben die beiden, durch diese.Gleidiungen 
dargestellten Hyperbeln eine gemeinschaftliche Asymptote. In dem Falle eines siebenpuncti- 
gen Contactes der beiden Curven (1) und (2) , hat die zweite Hyp«*el nnt jeder dieser bei* 
den Curven auf derselben Asymptote P einen dreipunctigen Contact, und fslgUch anch mit der 
ersten Hyperbel, welche dieselben Curven fUnfpunctig osculirt Diess erfordert 
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In dem Falle eines achtpvuctifea Contactes müssen ans fldcken Onmde die beiden 
frag^lichen Hyperbeln unter einander einen irierpunctigra Contact auf der Asymptote P baben ; 
diess gibt die neue Bedingnngs • Gleicbung 

Wenn endlich der Contact ein nennpunctifer und mitbin von der bdchsten Ordnung 
sein soll, so mttssen die beid^i Hyperbeln, damit sie in unendlicher Entfemunf auf der 
Asymptote P fünf Puncte unter einander und mit den Curven (1) und (2) gemein haben, ganü 
und gar nnsammen&llen. Hiernach ergibt sich endlich noch 

Wenn wir also die durch die Oleichung (1) dargestellte Curve dritter Ordnung und 
mithin die Functionen p, q, r und die Coefi&denten A, /<, a, als gegeben betrachten , so kön- 
nen wir nach dem Vorstehenden die Gleichung (3) mit den vier unbestimmten Coef&d^nten 
fi', a, ß und Y als die allgemeine Oleichung aller derjenigen Curven dritter Ordnung anse- 
hen j wdche mit der gegebenen , auf der As3rmptote P in unendlicher Entfernung einen fünf- 
punctigen Contact haben. Fttr einen sech^unctigen Contact bestimmt sich akdann der Werth 
von jit'a oder der Coeffident von p^ durdi die Gleichung (5). Die beiden neuen Bedingun- 
gea eines debenpunctigen Contactes enthalten die Oldchungen (5) und (6) ; die drei neuen 
Bedingungen eines achtpunctigen Contactes die Gleichungen (5), (6) und (7). Wenn wir die 
beiden letztgenannten Gleichungen gliedwdse in einander dividiren, ergibt sich: 

y X a 

Nach der ersten der beiden obigen identischen Gleichungen ist ^ der mit entgegengesetzt 

tem Zeichen genommene redproke Werth von p fttr den Durchschnittspunct der linie Q' mit 
der Linie Q. Da dieser Werth durch die vorstehende Gleichung gegeben ist, ist der frag- 
liche Durchschnitt ein fester Punct. Also: 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gemeinschaftliche 
Asymptote und auf dieser in unendlicher Entfernung einen achtpuncti- 
gen Contact haben, schneiden die gemeinschaftliche Asymptote so, dass 
die Tangenten in den verschiedenen Durchschnittspuncten in einem fe- 
sten Puncte sich vereinigen. 

Wenn der Contact bis zu einem neun punctigen anstdgt, so werden die Bedingungs- 
Gleichungen (5) — (8) befriedigt Da aber, wenn wir die Gleichungen (6), (7) und (8) ad- 
diren , nachdem wir die zweite derselben mit ( — a) und die dritte mit d^ multipticiit haben, 
die folgende Bedingnngs -GIddiung: 

X — a$ -¥ a^i =^ (9) 

zwischen den Constanten der ursprOnglichen Gleidiung <1) sich ergibt, so sind die vorge- 
nannten vier Bedingnngs - Gleichungen zur Bestimmung der vier unbestimmten Coeflicienten 
der Gldchung (3) unzulänglich. Indem die GIddiung (8) oder statt dersdben die vorste- 
hende Gldchung zu den Bedingungs-Gleichungen fttr einen achtpunctigen Contact hinzukommt^ 
wird bloss eine solche Particularisation der gegdienen Curve ausgedrttckt, bei der allein die 
Ordnung des Contactes zu der höchstmöglichen Überhaupt ansteigen kann. Dann werden die 
unendlich viden achtpunctig oscnlirenden Curven dritter Ordnung durch unendlich viele neun- 
punctig osculirende ersetzt, und im eigentlichen Sinne gibt es dann keine achtpunctig oscu- 
lirenden Curven der dritten Ordnung. 
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Zu der f eoMetrischen Deatung: 4er letzten Bediogunf s-Gleichung (9) wertoi wir miiit- 
telbar 4arch die Betrachlmf ra der folgenden Nummer gefihrt werden. 

61. Der Umstand , das» wir , bei der Bestimmung der Durchscfanittspunde der beiden 
Curven (1) und (3), durch die Zusammenstellung der Gleichungen (1) und (4), nethwendig 
einen fremden Pnnct erhalten , fBhrt uns zu einer Oruppe bonerkenswerdier Constmctionen. 
Wir wollen hier die erste Curve* als gegeben betrachten, alsdann ergibt sich der fironde Punct, 
den wir in dem Nachstehenden M nennen wollen , ohne Mibe sogleich als derjenige Puncto 
in welchem die gerade Linie Q, die Tangente der Cnrve in ihrem Durchschnitte mit der 
Asymptote P, dieser Curve sum «weiten Male begegnet 

Bei einem achtpunetigen Contacte wird die Curve (1) von der Hyperbel (O vierpunctig 
osculirt und ausserdem noch in swei Pnncten geschnitten und von diesen beiden Puncten ist 
M der eine. Aber diese vierpunctig oscidirende Hyperbel ist dadurch vollkommen bestimmt, 
dass sie ttberdiess durch diesen Punct M geht Dir «weiter Durchsdimtt mit der Cnrve (1), 
welcher «uglddi auf allen Curven (2) liegt , ist also audi bestimmt und seine Construction 
leicht 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gegebene auf einer 
gegebenen Asymptote achtpvnctig osculiren, schneiden sich ausserdem 
in einem festen leicht zu construirenden Puncte. 

Dieser Saix ist nur eine Particiflarisation des allgemeinen Satses, dass alle solAe Cur- 
ven der dritten Ordnung, welche durch acht gegebene Puncte gehen, ausserdem audi noch in 
einem festen neunten Puncte sich schneiden ; und bietet ^in neues Beispiel dar , wie Relatio- 
nen des Unendlichen Bestimmungen im Endlichen hervorrufen. 

Der feste Punct des letzten Satzes AUt, im AUgemdnen, nicht mit dem Osculationspun- 
cte zusammen; soll er es thun, so muss der Punct M derjenige einzige Punct sein , in wd- 
chem die gegebene Curve (1) von der sie fttni^unctig t>sculirenden Hyperbel geschnitten wird, 
im Allgemeinen ist aber dieser^ einzige Punct, derjenige in welchem die durch M , parallel 
mit P gezogene gerade Linie die Curve . zum zweiten Male schneidet, und füllt also nur dann 
mit dem Puncte M zusammen , wenn diese gerade Linie , weldie dnrdi die Gleichung 

p + tt = o 

dargesteUt wird, die gegebene Curve in eben diesem -Puncte M berührt Soll diese Beruh- 
rung Statt finden , so muss der erste Theil der Gleichung (t) auf q^ sidi redudren , wenn 
wir (--a) tdr p in dieselbe einsetzen, was nur dann geschieht, wenn 

Diese Gleichung ist aber dieselbe zu welcher wir schon am Ende der vorigen Nummer ge^ 
kommen sind. 

Damit also efaie gegebene Curve dritter Ordnung auf einer gegebenen Asymptote einen 
neun punctigen Contact haben könne, muss sie von der Art sein , dass sie von ihrer Tan- 
geute in ihrem Durchschnitte mit der gegebenen Asymptote ttberdiess nodi in einem solchen 
Puncte geschnitten wird, in welchem die Tangente der Asymptote parallel ist 

6«. Auf demselben Wege , wie wir zu don Satze der vorigen Nummer gekommen sind, 
^gibt sich auch der folgende allgemeinere Satz. 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gegebene Curve dieser 
Ordnung auf einer gegebenen Asymptote (8— ^)punctig osculiren und 
ttberdiess in g auf derselben willktthrlich angenommenen Puncten 
schneiden, haben mit der gegebenen Curve auch ttberdiess noch einen 
festen Punct gemein. 

Um diesen festen Punct zu construiren, brauchen wir bloss durch die g wUlkilhrlich 
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aiifeMiiiineneA Pmcte und iurck den, in der vorigen Nummer BI genannte« Punct diejenige 
Hyperbel zu legen , welche die gegebene Curve , auf ihrer Asymptote P , (4— jr)punetig osca- 
lirt Diese Hyperbel schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in dkm su construi-* 
readen Puncte. 

Den analytischen Entwicklungen der 60. Nummer zufolge, kSnnen wir g von Null bis 
3 wachsen lassen. Für y = o , hat die obengenannte H>'perbel nur noch eine mit P paral* 
lele As3rmptote. Wir können den Satz auch noch auf den Fall, dass g^4, ausdehnen; dem 
entspräche, dass wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (8), Gleichungen von folgender 
Form (pr+X)^ -f /up^ = o 

auf gleiche Weise behandelt hätten. Die firagliche Hyperbel ist alsdann irgend ein Kegel- 
schnitt, und dieser dadurch vollkommen bestimmt, dass er durch die vier willkührlich ange- 
nommenen Puncto und flberdiess durch den Punct M geht. 

Aber alle diese Sätze erhalten erst dann ihre jrichtige Stelle, wenn wir von den allge- 
meinsten Formen ausgehen , welche zu einer Gleichung von der Form der Gleichung (4) 
führen. Die folgenden beiden Gleichungen , in denen p^ durch eine beliebige Function des 
zweiten Grades ersetzt worden ist, haben diese Form: 

ii^n + fiSils = 0, (10) 

fl,q + /^ßSs« o, (U) 

denn ans ihnen ergibt sidh. die folgende Crleichung: 

Msq = fit^H. . (12) 

Der durch diese letzte Gleichung dargestellte Kegelschnitt schneidet die Curve (10) in sechs 
Puncten. Unter diesen befinden sich fttnf Durchschnittspuncte der beiden Curven (10) und 
(11)« nemlich alle Durchschnittspuncte dieser Curven mit Ausnahme derjenigen vier, welche 
zugleich auf den beiden Kegelschnitten ili und ill liegen , während der sechste Punct ein 
fremder Punct H , der Durchschnitt der beiden geraden Linien Q und S ist 

Wenn hiemach die Curve (10) gegeben ist, so können wir durch vier, willkührlich auf 
ihrem Umfange angenommene Puncto zwei willkührlicbe Kegelschnitte (zum Behuf der spä- 
ter angezeigten Constructionen am bequemsten zwei Systeme von zwei geraden Linien) legen, 
und dadurch die beiden Functionen iia und «Q« bestimmen. Der erste Kegelschnitt schneidet 
die gegebene Curve noch in zwei Puncten, die gerade Linie S, welche diese beidqi Puncto ver* 
bindet, bestimmt die Function ^. Der zweite Kegelschnitt Sil schneidet die gegebene Curve 
ebenfalls noch in zwei Puncten; die gerade Linie Q, welche diese beiden Puncto verbindet, 
bestimmt die Function q. Der Punct M ist hiemach , als der Durchschnitt von Q und S, auf 
lineare Weise bestimmt. 

Die zweite Curve dieser Ordnung ist , nach der Form ihrer Gleichung, bloss der Bedin- 
gung unterworfen , dass sie ebenfalls durch diejenigen vier Puncto geht, in welchen die bei- 
den Kegelschnitte Qi ynd Jßa auf der gegebenen Curve sich schneiden. Ausserdem schnei- 
ien sich die beiden Curven noch in fünf Puncten , durch welche auch der neue Kegelschnitt 
(12) geht. Siiid aber von diesen fünf Puncten vier gegeben, so ist dadurdi dieser Kegel- 
sehnitt schon vollkommen bestimmt, weil derselbe überdiess auch noch durch den Punct N 
geht Es ist also auch der sechste Durchschnitt dieses Kegelschnittes mit der gegebenen 
Curve, oder der neunte dieser Curve mit der Curve (11) wie mit jeder andem derselben 
Ordnung, welche durch dieselben acht ersten Puncto geht, auf lineare Weise bestimmt 

In dem Vorstehenden ist die Constraction der nachstehenden Aufgabe enthalten. 

Wenn auf einer gegebenen Curve der dritten Ordnung acht Puncto 
willkührlich angenommen worden sind, denjenigen neunten Punct zu 
bestimmen, in welchen die gegebene Curve von allen andern Curven 
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dersell^eii Ordnung, wefche durch die ackt willkabrlich angenemmenen 
Puncte gehen, geschnitten wird. — 

63. Nachdem wir in dem Vorhergehenden ausftthrlidi den Lauf eines Zweiges irgend 
einer* gegebenen Curre, welcher an einer Asyikiftote immer weiter sieh hinaieht, durch Hy- 
perbdn mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt und bestimmt haben, wollen wir 
nun unsere Aufinerksamkeit auch kurz noch darauf richten, wie der Lauf der verschiedenen 
unendlichen Zweige em und dei^elben Curve in gegenseitiger Abhängigkeit steht Zuvör- 
derst w<dlen wir ein paar Einzelnheiten hervorheben und dann die allgemeinen Gesetze an- 
deuten. Wir erhalten das vollständige Verständniss des Einzelnen erst dann, wenn wir se- 
hen , nach welchen Seiten hin dasselbe sich verallgemeinert. 

64. Wenn eine gegebene Curve der fi. Ordnung (n— 8) dreipunctig os. 
culirende Asymptoten hat, so ist das Maass der Annäherung der Curve 
an ihre beiden übrigen Asymptoten dasselbe. 

Dieser Satz ist für den Fall, dass n=8, an rinem andern Orte sdHin bewiesen worden. ^) 
In dem allgemeinen Falle bat , der gemadrten Voraussetzmig znftrige , die Gleichung der 
Curve die nachstehende Form mit überzähligen Constanten: 

p^Ön-« + i»«®n-« + yß0-3 »= o. 
Denn der erste Theil dieser Gleichung redudrt sich, weui wir nach einander jeden der (n— 2) 
linearen Factoren der Function @j,— » gleich Null setzen, auf den (nS). Grad^ aber auch 
auf den (n — 3). Grad , wenn p oder q verschwindet , wonadi die den letztgenannten beiden 
Functionen entsprechenden geraden Linien P und Q als die beiden einzigen nicht oscuiiren- 
den Asymptoten in Evidenz treten. Schreiben wir die vorstehende Gleichung unter folgeui- 
der Form: (pq+/M)©n— a + ^Ä-a = o, 

so spfingt in die Augen, dass die durch die Gleichung 

(pq+^) = o 
dargestellte Hyperbel , weldie ebenfalls die beiden geraden Linien P und Q zu ihren Asym- 
ptoten hat , diese Curve nur in 8(ii — 8) , auf der 'Curve Sia^s liegenden , Puncten schneidet 
und also sechs Durchschnittspuncte , die paarweise immer , als auf drei geraden Linien lie- 
gend f betrachtet werden können , mit diesen geraden Linien unendlich weit gerflckt sind* 
Diese Hyperbel hat also mit der gegebenen Curve auf jeder der beiden Asymptoten einen drei- 
puuctigen Contact , und also ist durch sie das Maass der Annäherung an beide Asyvptoten 
zugleich bestimmt und diese Annäherung folglldi dieselbe. 

65. Der folgende Satz ist auch schon an' einem andern Orte bewiesen worden. **) 
Die gemeinschaftlichen drei Blittelpnncte derjenigen drei Gruppen 

von Hyperbeln, welche mit einer gegebenen Curve dritter Ordnung auf 
den drei Asymptoten derselben in unendlicher Entfernung einen vier* 
punctigen Cpntact haben, liegen auf diesen dreiAsymptoten in gerader 
Linie. 

Diesem Satze wird sehe Stelle durch den folgenden und allgemeinem angewiesen. 

Wenn eine Curve der n. Ordnung (n—S) vier- oder mehrpunctig oscu- 
lirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen drei Mittel* 
puncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf 
den drei äbrigen Asymptoten der Curve vierpunctig osculiren, auf die^ 
«en drei Asymptoten in gerader Linie. 



*) SyiUm. Dritter Abschaiti. 175. **) EbeniUi.. 178. 
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Der f emachten VovdMssttzung Eutolge hat die 6Ieich«ii|^ der g^benen Curve die fol- 
gende Form mit der gerade nothweudigen Anzahl von Constanten : 

pqr0n-3 + iMS0n— 3 + »'ßn-4 =^ O , 

in welcher P, Q und R als die drei einzigen , nicht vierpunctig o«cuIirenden und im AUge^ 
meinen gewöhnlichen, Asymptoten in Evidenz treten. Skhreihen wir diese Gldchung auf 
folgende Weise: (pqr+.fis)©n— 3 + >'ßn— 4 = 0, 

so ist gleich ersichtlich, dass die durch die Gleichung 

pqr 4- jMS = o 
dargestellte Curve dritter Ordnung die gegebene Curve nur in 3(ii — 4) Puncten schneidet, 
wdche zugleich auf der Curve •^4.4 liegen. Es sind also zwölf Durehschnittspuncte dieser 
und der gegebenen Curve unendlich weit gerückt, und snid in ihrer unendlichen Entfernung als 
auf vier, selbst unendlich weit entfernten geraden Linien liegend zu betrachten. Es haben also 
die beiden Curven auf jeder der drei geraden Linien P, Q und R, welche ihre gemeinschaft- 
lichen, im Allgemeinen nicht osculirenden , Asymptoten sind, einen vierpunctigen Contact. 
Sie werden hiemach von denselben Hyperbeln auf jeder dieser drei As>inptoteu • vierpunctig 
osculirt und folglich liegen die Mittelpuncte der drei Gruppen von Hyperbeln, nach dem an 
die Spitze dieser Nummer gestellten Satze, auf den drei Asymptoten in gerader Linie. 

66. Es ist wiederum der Satz der 9. Nummer , welcher die Sätze der beiden vorher* 
g^enden Nummern und die Verallgemeinerung dieser Sätze unter demselben. Gesichtspuncte 
vereinigt. 

Wenn die n As3inptoten einer Curve itr n. Ordnung gegeben nnd, so wird diese Curve 
dadurch der Bedingung unterworfen , dass sie durch Sn Puncte geht, die, obgleich unendlich 
weit liegend , vollkommen Bestimmt und als die Durchschnitte der gegebenen n Asymptoten 
mit zwei gegebenen aber unendlich weit gerückten geraden Linien zu betrachten sind. Wenn 
überdiess noch das Maass der Annäherung an (ft — 1) dieser Asymptoten, oder, mit andern 
Worten , nach der Richtung jeder dieser Asymptoten (aber . darum noch nicht auf diesen 
Asymptoten selbst) ein dritter unendlich weit entfernter Punct gegeben ist, so sind die (n — 1) 
gegebenen neuen Puncte als einer dritten unendlich weit entfernten geraden Linie angehtfrig 
zu betrachten. Also Hegt, weil die zu bestimmende Curve durch (Sn — 1) Pund;e eines Sy^ 
stems von drei unendlidi weit entfomten, und eine Curve dritter Ordnung vertretenden, ge« 
raden linien geht, auch noch ein Sit. Punct auf der dritten unendlich . weit entfernten gera-. 
den Linie und also selbst, nach der Richtung der n. Asymptote, uneadlick weit. Dieser hier* 
nach als vollkommen bestimmt zu fcetraehtende Punct ist der dritte , welcher nach der Rich- 
tung der letztgenannten Asymptote unendlich weit liegt Folglich ist, dadurch, dass 
das Maass der Annäherung der Curve an (n — 1) ihrer Asymptoten gegeben 
ist, das Haass der Annäherung an die n. Asymptote vollkommen be- 
stimmt 

Wenn die n Asymptoten einer Curve n. Ordnung, das Maass der Annäherung an (n— 1) 
dieser Asymptoten , und auf (r— 8) von diesen die Mittelpunote der vkrpuncäg osculirenden 
Hyperbdn , so sind im Ganzen (4ii^3) unendlich weit entfmrnt liegende Puncto der Curve 
gegeben , von welcher n auf jeder von zwei , (n— 1) auf einer dritten und (n— 9) auf einer 
vierten gegebenen unendlich weit entfernten geraden Liue Kegen. Das System dieser vier 
geraden Linien wird von der fraglichen i^urve der ft Ordnung weil sie durch jene (4fi— S) 
Puncte geht , auch noch in drei andern Puneten geschnitten^ von welchen einer auf der drit- 
ten und zwei auf der vierten der vier unendlich weit entfernten geraden Linien liegen. Wenn 
also das Maass der Annäherung an (n— 1) Asymptoten und dadurch das Maass der Annäherung 
an die n. Asymptote gegeben ist, so sind, wenn überdiess auf (n^i) Asymptoten die Mit- 
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telpuncie ier vierpimetig oscvlirenden Hyperkeln gef^eben sind , dadurdi die MHtdpiniete der 
vierpimctig osadirenden Hyperbeln auf den beiden übrigen ARymptoten voUfcontnen be* 
stimmt. 

Wir sehen aus dem Vorstehenden, dass die Bestimmung des Maasses der Annäherung 
einer Curve der n. Ordnung an ihre n Asymptoten von (Sit-— 1) , die Bestimmung von ii in 
unendlicher Entfernung vierpunctig osodirender Hyperbeln von (4ii-«8) Constanten abhängt. 
Indem wir auf dem eingeschlagenen Wege weiter gehen j ist klar , dass überhaupt , cur Be. 
Stimmung von fimal m nach n gegebenen Richtungen unendlich weit liegenden Puucten, durch 
welche die n unendlichen Zweige einer Curve der n* Ordnung gehen sollen 
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Constante hinreichend und nothwendig sind. Oder, mit andern Worten, durch eine sokbe 
Anzahl von Constanten lassen sich n Curven (wenn m <6 immer n Hyperbeln) welche die Ji 
unendlichen Zweige der Curve mpunctig osculken , bestimmen^ 
67. Wenn wir , in Gemässheit der 24. Nummer , die Form 

zu Grunde legen und^ dann &a + /it8n-^ = i2'a 

setzen , ergibt sich iia — fl'a s »'fln— 4« , 

woraus ersichtlich ist , dass 4ie beiden Curven der fi. Ordnung Ha «uid ii'n sich nur in nin—^} 
PuncteUf weiche auf der Curve Q»^ liegen, schneiden, weil 4m Punde auf vier geraden 
Linien^ zugleich mit diesen, unendlich weit liegen, oder,. mit andern Worten, dass dieasym^ 
ptotischen Zweige der beiden Curven der iL Ordnui^ , paarweise, sich in unendlicher Ent- 
fernung vierpunctig osculiren. Die Anzahl der Constanten der Function S2n beträgt, indem 
wir ausser i^r Constanten ^tt auf jede lineare Fuiction zwei Constante rechnen, (dn-— 3), also, 
nach der vorigen Nummer , gerade so viel , als 43onstante nothwendig sind , um s Curven 
(insbesondere Hyperbeln) su bestimmen, welche an den ».Asymptoten der Curve iia sich 
hinziehen , und auf diesen . Asymptoten mit der letztgenannten Curve einen vierpunctigen 
Contact haben. Wir gelangen hiernach zu der Folgerung , dass , während durch das erste 
Glied Qa , in der Entwicklung der Function ^o , die n Asymptoten der bezüglichen Curve, 
oder, mit andern Worten, auf jedem der n unendUdien Zweige der Curve in miendlicher * 
Entfernung zw(;i Puncto gegeben sind, durch die beiden erstm Glieder dieser Entwicklung, 
@n und ^e@B.-t, auf jedem jener n Zweige vier unendlich weit entfernte Puncto der Curve, 
welche sich am einfachsti^n durch n <diese Curve viei^uncüg osculirende) H>'parbeln bestiin* 
men lassen, gegeben sind. 

Wenn wir weiter g^hen und noch ein. drittes Glied in der Entwicklung v«n Ha in Evi-^ 
denz bringen , indem wir 

setzen, so folgt auf gleiche Weise als oben, dass die durch die nachstehende Gleichung: 

Sin S 0,1 + M0ii-a + »'0n-4 ^ , 

dargettellte neue Curve der n. Ordnung solche n unendliche Zweige hat, weldie bezüglich die 
n unendlichen Zweige der Curve iin sechspunctig osculiren. Diese neue Curve hängt von ge. 
rade so vielen Constanten ab, als nach der vorigen Nummer zur Bestimmung von sechs auf 
jedem der h unendlichen Sweige der Curve Qu unendlich weit entfernt liegenden Puncte noth- 
wendig sind , nemlich von (6fi-*-10). Hiernadi sind also durch die drei ersten Glieder der 
Entwickhing der Function iin , auf jedem der n asymptotischen Zwrige der Curve £ia , in 
unendlicher Entfernung sechs Puncte gegeben. 

Veribigen wir den eingeschlagenen Weg weiter^ so gelangen wir zu demnachstehenden Satze. 
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WeMn wir die Gleickung einer Cnrve der ft Ordniing'y was in^ Allg^e« 
meinen immer und n«r auf einsige Weise mdglick ist, in folgende Form 
entwickeln: 

SQ sind, wenn einmal die in 6n enthaltenen linearen Faetorea, dann die 
beiden ersten Gliederen und iu@n— a, dann die drei ersten Glieder @a , /u6b— t 
und »'do— 4 und endlich überhaupt die m ersten Glieder gegeben sind: da- 
durch, einmal die ii Asymptoten der Curve, dann auf jedem asymptoti- 
schen Zweige der Curve vier, dann auf jedem Zweige sechs und end- 
lich 2m Puncto, in unendlicher Entfernung vollkommen bestimmt; und, 
umgekehrt,* wenn diese unendlich weit entfernt liegenden Puncto (fttr 
jeden asymptotischen Zweig durch eine Curve niederer Ordnung) gege- 
ben sind, so sind dadurch die eben bezeichneten Glieder der vorstehen- 
den Gleichung bestimmt 

Wenn auf jedem der n Zweige der Curve (2m+l) Puncto in unendlicher Entfernung 
gegeben sind , so sind wie eben die m ersten Glieder in der vorstdiendeu' Entwicklung der 
Gleichung der Curve als bekannt zu betrachten. Dem folgenden (m+1). Gliede der Ent- 
wicklung a@a— am entsprechen (n — Sm) gerade Linien, welche bei unserer Voraiisselzung eine 
vollkommen bestimmte Richtung haben , und endlich ist auch der Coefßdent o nodi bestimmt 
Diess Alles muss nothwendig bestimmt sein, weil sonst die Gldchungen zweier Curven , wel- 
che auf allen ihren unendlichen Zweigen sich (2m'4-l)punctig osculircn, sich nicht zu einer 
Gleichung des (n— 2zt— 1). Gr^tdes verbinden lassen würden. 

68. Wenn wir insbesondere den Fall der Curven dritter Ordnung, denen die Gleichung : 

pqr + ieiS=o, 
entspricht, ntther betrachten, so sind durch die drei linearen Functionen p, ^ und r die drei 
Asymptoten der Curve P , Q und R gegeben. Wenn wir , der näheren Constanten - Bestim- 
mung wegen , s = y + ax + /^ 

setzen, wobei y und x bdiebig angenommene, aber vollkommen bestimmte,, lineare Functio-, 
nen bedeuten und dann fi und a gegeben sind, so ist, nach der Sclilussbemerkung der vori- 
gen Nummer, das Haass der Annäherung dar Curve an ihre drei Asymptoten gegeben. Wir 
sehen hieraus, dass, wenn die drei Asymptoten P, Q und R gegeben sind, bei allen Curven 
dritter Ordnung, für welche das Maass der Annäherung an diese Asymptoten dasselbe ist, 
die Linie S (welche die drei Durchschnitte der Curve mit den drei Asymptoten verbindet) 
immer mit sich, selbst parallel bleibt 

Wenn auch das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoten, mit diesen zu-^ 
gleich, gegeben ist, so ist dadurch aber doch noch nicht die Curve vollkommen bestimmt ; weil 
alsdann anvar neun Puncto in unendlicher Entfernung gegeben sind, von diesen Puncten aber 
der neunte durch die Annahme der acht ersten bedingt ist; oder, mit anderii Worten, weil 
von dem Maasse der Annäherung, an zwei Asymptoten das Maass der Annähenmg an die 
dritte abhängt 

Um diess direct zu zeigen , wollen wir voraussetzen , dass die drei Asymptoten P, Q, R 
und das Maass der Annäherung der Curve an die bdden erstgenannten Asymptoten P und 
Q durch die redproken Werthe von Jp und ^q gegeben sei und dann die Constanten der 
Curve in so weit sie gegeben sind bestimmen und das Maass der Annäherung der Curve an 
ihre dritte Asymptote R construiren. Fttr die zweite Asymptote einer Hyperbel, welche die 
Curve auf der Asymptote P dreipunctig osculirt, können wir jede beliebige gerade Linie 
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Bcteeiiy vmi tni nadi itoer AaBaltfüe kt iie Hyperfcel TollkonuMB he$ÜmmL Wir brau- 
eken Mealidi dann nr vmi den Winkel der beiden Asymiitoten durch eine abrifcent beliebige 
gerade Linie ein Dreieck absusckneiden , dessen Inhalt gleidi Jp ist, diese gerade Linie ist 
alsdann eine Tangente der firaglichen oscnlirenden Hyperbel und die Mitte auf ihr der Be- 
rtihmng^unct. Auf gleiche Weise ktanen wir eine willkihrliche gerade Linie als zweite 
As3miptote einer, die Curve auf der Asymptote Q dreipunctig osculirenden, Hyperbel anneh- 
men. Wir ktanen beidesmal die gegebene Linie R als die «weite Asymptote betracht» und 
also nwei Hyperbeln als gegd>en ansehen, welche R nur gemeinschaftlichen Asymptote haben 
und von welchen , die eine auf P und die andere auf Q , die gegebene Curve dreipunctig 
osculirt. Die Oleichnngen dieser beiden Hyperbeln haben die nadistehende Form : 

pr + X = Oy 

V + V = o, (1) 

und wenn wir , um eine feste Bestimmung vor Aug^i nu haben, fttr p und q diejenigen ge- 
raden Linien nehmen, welche von dem besttglichen Puncto aus, parallel mit R, nach den 
Asymptoten P und Q gezogen werden, für r aber den kürzesten Abstand von der Asymptote 
R , so ist — «X = //p , ~ 2V = ^, . (2) 

Wenn wir die beiden Hyperbeln nadi einander in der Gleichung der Curve: 

pqr + /MS = o, 
in Evidenz bringen , so nimmt diese die nachstehenden beiden Formen an : 

(pr+^)q + <yp + X = , 
* (qr+X')p -4- a q + X =5= o. 

Damit diese beida Formen unter ndi ttbereinstimmen , ergeben sich alS'Uothwendige Bedin- 
gungen : a = X\ a =^ Xy x = x' , 
und hiemach ist: ms = iMpq+/^qP'-2x]. 

Die beiden Hyperbeln (1) schneiden sich» ausser auf ihrer gemeinschaftlichen Asymptote 
R, noch in zwei, leicht zu construirenden Puncten. Diejenige gerade Linie, welche diese 
beiden Puncto verbindet, wird durch die folgende Gleichung: 

^vi — -^qP = o> (8) 

dargestellt , welche man erhält , wenn man die beiden Gleichungen (1) von einander abzieht, 

nachdem man zuvor die erste mit q und die zweite mit p multiplicirt hat, und zugleich die 

Gleichungen (2) berttcksichtigt Diese Gleichung zeigt , 4ass zu der durch sie dargestellten 

geraden Linie und den beiden Asymptoten P und Q als vierte Harmonieale eine solche gerade 

Linie gehört, die, parallel mit der Linie S, durch den Durchschnitt dieser beiden Asymptoten 

geht. Hiernach können wir auf leichte Weise die Richtung der Linie S construiren. 

üeberdiess sind alle Coeffidenten , der Gleichung der Curve mit Ausnahme der von den 
linearen Functionen unabhängigen Constanten x bekannt 

69. Nachdem wir in der vorigen Nummer die Richtung der Linie S bestimmt haben, 
wollen wir nun zur geometrischen Bestimmung des Maasses der Krümmung i^r) auf der 
dritten Asymptote R, oder, was dasselbe ist, zur Bestimmung einer Hyperbel, welche die 
Curve auf dieser Asymptote dreipunctig osciilirt, übergehen. Zu diesem Ende wenden wir 
uns nochiials zur Gleichung (3) der vorigen Nummer zurück und wollen denjenigen Punct 
der bezüglichen geraden Lhiie. beix'aditen, welcher zugleich auf der dritten Asymptote R 
liegt Alsdann bedeuten , nach der Functionen - Bestimmung der genannten Nummer , p und 
q diejenigen beiden Segmente, welche auf dieser Asymptote R bezüglich zwischen der Linie 
(3) und den beiden Asymptoten P und Q liegen. Die Gleichung 
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drückt hiernach aus , dass sich Jp zu Jq verhält, wie diejenigen beiden Dreiecke, in welche 
das von den drei Asymptoten P, Q und fi gebildete Dreieck, durch die gerade Linie (i) 
getheilt wird, oder überhaupt, wie irgend 'zwei Preiecke, die jene beiden Segmente p.und q 
zu Basen und irgend einen Punct dei: geradenLinie (3). zur. gemeiii^chaftlichen Spitze. Jiabca. 
Durch diese fk'agliche Linie erhält man also ^ wenn einjBS der beiden Dreiecke 4</p nnd.^q ge- 
geben ist , sogleich das andere. 

Neben der geraden Linie (8) g^bt es nodi' zwei andere gerade Linien twi ganz, analo- 
ger Bedeutung , deren Gleichungen man leicht erhält. Die Oldchung (3) geht , wenn von 
nuA an p und q, gleichwie r, kürzesjte Abstände bedeuten sollen , in die folgende über: 

q^(R,P) ^ p5fet(R,Q) ^ 

und durch Buchstaben - Vertauschung ergeben sich hieraus für die beiden analogen geraden 
Linien die folgenden beiden Gfeichungen: 

rrfB(Q,P) _ p*l»(Q,R) 

q Sin (P, R) r<fa(P,Q) 

^-j; Ä • - («> 

Nachdem die Richtung der Linie S bekannt ist, können wir diese drei geraden Lini^ un- 
mittelbar als die vierten Harmonicalen zu einer mit S parallelen geraden Linie und je zweien 
der drei Asymptoten P , Q und R construiren. Nach Betrachtungen , die den an die Spitze 
dieser Nummer gestellten, ganz analog sind, erhalten wir vermittelst einer beliebigen der 
beiden letzten dieser drei geraden Linien den Dreiecks-Inhalt Jt und wenn dieser Inhalt be- 
kannt ist, dreipunctig die Curve auf R osculirende Hyperbeln. 

Von den vorstehenden drei Gleichungen bedingen je zwei die dritte; die bezOglichea 
drei geraden Linien schneiden sich also in demselben Puncte. Dieser Punct ist die gemein- 
schaftliche Spitze dreier Dreiecke deren jedes von einer der drei Asymptoten und zwei der 
drei fraglichen geraden Linien gebildet, und durch die dritte dieser Linien in solche zwei 
Theile getheilt wird , die dem Maasse der Annäherung der Curve an die beiden anderen 
Asymptoten proportional sind. 

70. Es gibt endlich drei Paare von H^'perbeln, welche beide eine Asymptote der Curve 
dritter Ordnung auch zu ihrer gemeinschaftlichen Asymptote haben und jlberdiess die Curve 
bezüglich auf den beiden andern Asymptoten dreipunctig osculiren. Nach der 68. Nummer 
schndden sich die beiden Hyperbeln dieser drei Paare auf den drei geraden Linien (4), (5^ 
und (6). Insbesondere wird diejenige Hyperbel, welche P und Q zu ihren Asymptoten hat 
und die Curve auf Q osculirt , von derjenigen , welche P und R zu ihren Asymptoten hat und 
die Curve auf JR osculirt , auf der geraden Unie (6) geschnitten. Die erstgenannte Hyper» 
bei ist gegeben , die Linie (6) bekannt und folglich die zweite Hyperbel , weil sie überdies« 
P zu ihrer zweiten Asymptote hat, auf linearem Wege leicht zu construiren, und zwar ohne 
dass wir, wie in der vorigen Nummer, zuvor Jr bestimmen. 

71. Wenn das Blaass der Annäherung einer Curve dritter Ordnung an ihre drei Asym- 
ptoten bekannt ist, so reicht ein einziger Punct der Curve zur vollständigen Bestimmung 
derselben hin. 

Die 45. Nummer gibt uns nemlich, wenn ein Punct der Curve ist, indem "wir fi==3 
nehmen, und die dortige Bezeichnung beibehalten: 

. ^ ^ „ OM ' . OW^ 

^^= + ^^' -oMT'- 

Wenn wir statt der Segmente OW, OW und OMi , die auf einer durch den gegebenen Punct 
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0, parallel uni in Asynqptote P gesogenen geraden Linie, beztiglicb zwigchea (üesem Puncte 
und den Asymptoten Q und R und der Linie S liegen , die von demselben Puncte auf 
die^e drei geraden Linien gef^Ulen Perpendikel einführen und diese Perpendikel OQ, OP und 
OS nennen, so geht die letzte Gleichung in die folgende ttber: 

sin (S , P) OP.OQ,OR 

OS ' 



JL = q: 2 . 



^(Q,Pj^>t(R,P) 
und durch Buehstaben- Vertauschung ergibt sich alsdann sogleich: 

j ^^ t, sin(S,Q^ OP.OQ.OR 



(7) 



+ 2. 



Jt^'+ 2. 



^ (Vf Q) sin iE, ii) OS ' 

^(S,R) OP.OQ.OR 



(8) 

m 



siniQyK)sin(fjK) OS 

Dividiren wir die beiden ersten der drei vorstehenden Gleichungen in einander, so kommt 

//p ^ 5ln<S,P) , jln(R,P) 
^, ^rijiCS,Q)* «iiiCR,«)' 
und da fiberdiess (S,Q) = (S,P) — iQ,P), 

ist hiemach die Richtung der Linie S, vermittelst einer der beiden Winkel (S,P) oder (Q,P) be- 
stimmt, wenn die drei Asymptoten P, Q und R und auf den beiden ersten das Maass der An- 
näherung gegeben ist Dann gibt endlich jede der beiden Gleichungen (8) und (9) unmittelbar 
den Werth von OS und somit die Lage der Linie S. 

Wir bemerken , wie auch hier der Werth von Jt durcb die Werthe von Jp und Jq be- 
stimmt ist. 

72. Nach der 68. Nummer ist eine Curve der dritton Ordnung dann vollkommen be- 
stimmt, wenn auf den drei unendlichen Zweigen derselben in unendlicher Entfernung bezüg- 
lich vier, drei und zwei Puncte gegeben and, oder, mit andern Worten, wenn wir die 
drei Asymptoten der Curve , für zwei derselben (und also auch für die dritte) das Maass der 
Annäherung und endlich auf einer flberdiess noch den gemeinschaftlichen Mittelpunct der den 
entsprechenden Zweig der Curve vierpunctig osculirendeii Hyperbeln kennen. Wir wollen 
uns in dieser Nummer mit der Construction der so bestimmten Curve dritter Ordnung be- 
schäftigen. Es ist diese Aufgabe ein besonderer Fall der Aufgabe der vorigen Nummer, de. 
ren Auflösung , dadurch , dass der gegebene Punct unendlich weit gerttckt ist , neue Be- 
trachtungen erfordert 

Zuvörderst können Mir auf jedem der beiden unendlichen Zweige, auf welchen nur drei 
Piinete gegeben sind , einen vierten Punct der Curve bestimmen ^ wonach auf jedem der drei 
unendlichen Zweige vier Puncto, oder auf den drei Asymptoten die drei Mittolpuncto der 
drei Omppen von vierpunctig osculirenden Hyperbeln , gegeben siüd. Denn da einer dieser 
drei Mittelpuncto (wir wollen voraussetzen es sei derjenige , welcher auf der Asymptote jP 
liegt) gegeben ist, so kennen wir deiqenigen Punct, in welchem dieselbe As>'mptoto von der 
Curve geschnitten wird, weil nach der 4ß. Nummer dieser Durchschnitt dadurch bestimmt 
ist, dass die Blitto zwischen ihm uud jenem Mittolpuncto mit der Mitte der beiden Puncten, 
in welchen dieselbe Asymptote P von den beiden andern Asymptoton Q und R geschnitten 
wird, zusammenfällt. *) Durch eben dieseu Durchschnitt geht die Linie S^ welche hiemach 
als vollkommen bekannt zu betrachten ist, weil ihre Richtung durch das Maass der Aunä» 
herung der^Curve au zwei ihrer Asymptoten bestimmt ist. Durch die beiden Durchschnitte 
der Linie S mit den beiden Asymptoton Q und ft sind auf diesen Asymptoten die beiden 
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Nittelptmcte der die Curre auf denselben vierpunctig dscoürenden Hyperbeln nach demselben 
Satse geg^eben , welcher uns so eben , umg^ekehrt , den Durchschnitt der Linie S mit der 
Asymptote P durch den Mittelpunct der^ die Curve auf dieser Asymptote vierpunctif osculi- 
renden Hyperbel gab. 

Wenn wir hiemach die 2u construirende Curve durch die folgende Oldchung darstellen: 

pqr 4- /«s = o, 
so ist ausser den drei Asymptoten P, Q und R, welche gegeben sind, auch die Linie S auf 
lineare Weise bestimmt, und es bleibt nur noch übrig den Coefficienten fi zu finden. Dieser 
ist aber unmittelbar gegeben , wenn wir das Maass der Annäherung der Curve an eine ihrer 
Asymptoten kennen (44). Statt des Coefficienten /t ktfunen wir auch direct und auf lineare 
Weise einen, nicht unendlich weit entfernten, Punct der Curve constrniren. Die Oleichung 
der vorigen Nummer : 

gibt, wenn Jp und irgend eine gerade Linie, die mit P parallel ist und somit ,0P gegeben 
sind , die beiden Durchschnitte dieser geraden linie mit der Curve. Wenn die gegebene 
gerade Linie , ausser dass sie mit P parallel ist , auch noch durch den Durchschnitt der 
Asymptote R mit der Linie S geht , so fallen die beiden Puncto M^ und Mi zusammen. Da- 
durch wird die obige Gleichung zur Bestimmung des Punctes linear und gibt, ind<»i wir 
OP durch i bezeichnen: 

InuiSiMÜre Asymptotem« Reelle mnd InuMrInlire elUpttoelie JkaYwnpioUem» 

§ 
1 

73. Wenn wir fkUher behauptet haben, dass die allgemeine Gleichung der Cnrven n. 
Ordnung fl^ == o. 

sich immer auf die nachstehende Form bringen lass^ : 

und dass die linearen Functionen p, q, r . . . so wie die Function fiiia^ alsdann vollkom- 
men bestimmt seien, so versteht sich von selbst, dass jene linearen Functionen und demnach 
auch die ihnen entsprechenden As>'mptoten der Curve , welche in demjenigen Falle , den wir 
bisher ausschliesslich betrachtet haben , reell sind , keinesweges reell zu sein brauchen. Un 
Gegentheile , dem fkraglichen Falle ganz parallel und durchaus nicht untergeordnet, sind die- 
jenigen Fälle , in welchen die linearen Functionen alle oder zum Theil imaginftr sind. Wir 
könnten diess nach der Methode der unbestimmten Coefficienten, indem wir von der allgemein 
nen Gleichung des fi. Grades zwischen zwei wDlkflhriich angenommenen linearen Functionen 
ausgingen , leicht zeigen. Dabei würden wir zu einer Gleichung des fi. Grades , durch de- 
ren Wurzeln die Richtungen der n Asymptoten der Curve gegeben sind , gelangen und diese 
Gleichung über die Realität und Imaginarität der fk^dien h linearen Functionen und ent- 
sprechenden Asymptoten entscheiden. Die vollständige Bestimmung derselben würde nach 
Auflösung dieser Gleichung: auf linearem Wege sfch ergeben , so wie auch , und airf noth- 
wendig reelle Weise, die Bestimmung der Coiistanten der Function 12o-.a. 

Aber nicht aus der algebraisdien Umformung der einen Gleichung in die andere , son- 
dem aus der Form der Gleichung (1) als selbstotändig Ar sich und unabhängig vop der 
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wilHctthrUdien Annalmie awejer linearen Functioiieii bestehend , ziehen wir unsere Schlüsse 
Weil 4iese Gleichung, bei ißt uothweudigen AnssM von einander unabhängiger Constanten, 
die allgemeine Qleich^g der Curven n. Ordnung ist, so gibt es keine Curve dieser Ordnung, 
welche sich nicht durch die Gleichung ( J) darstellen lässt , und umgekehrt erhalten wir alle 
Curven dieser Ordnung, wenn wir nach einander in dieser Gleichung alle mi^glichen Con- 
ntanten - Bestinmungen macheu «nd erhalten alle coordinirten Gattungen der 
Curren n. Ordnung, wenn wir auf die verjschiedenen Fälle, wie das Ima* 
gfnäre in der Form der fraglichen Gleichung möglicherweise vorkommen 
kann, Rücksicht nehmen. 

Jede Constanten - Bestimmung in der Gleichung (1) hat gleiche Allgemeinheit, so lange 
die Anzahl der von einander unabhängigen Constanten dieselbe. bleibt, es mögen übrigens 
diese Constanten reell oder imaginltr sein. Nur müssen wir, wenn wir imaginäre Constan- 
ten wählen , darauf Beda^t nehmen , dass die Function Qn , deren Entwicklung der erste 
Theil d^r Gleichung (1) ist, dadurch keine imaginären Glieder erhalte. Diess erfordert, dass 
auch die Function i%i— a ganz reell bleibe, weil die etwaigen imaginären GUeder derselben 
auf keine Weise durch die imaginären Glieder der Function 0n aufgehoben werden können. 
Die J^unction 0a ist ihrerseits aus demselben Grunde nothwendig reell und kann daher hur 
solche imaginäre Factoren des ersten Grades enthalten, d^en Product reell ist, also Facto, 
ren die^ paarweise genommen, folgende Form haben: 

u+av/— 1, u— (TV/— 1^ 

und mit dnander multiplicirt die nachstehende reelle Function zweiten Grades geben : 

u^. + fi^Y\ 

Wir können also jedes Paar linearer Factors der Function 0a durch eme Function 
tfwdten Grades von der vorstehenden Form ersetzen« Diese Function kann auf unendlich« 
malige Weise in eine andere Function von gldcher Form umgewandelt werden und enthält 
deshalb eine fünfte und überzählige Constante. Wir können die Anzahl der Constanten auf 
ver;5chiedenem Wege auf die noth^endige reduciren , insbesondere könn^ wir voraussetzen, 
dass die, den beiden Functionen u und v entsprechenden, geraden Linien U und V auf ein* 
ander senkrecht stehen, dann sind diese beiden Functionen und der Coefficieut a durch vier 
Constante auf lineare Weise bestammt. ^) 

Wir werden, um unsere Ausdrucksweise den eben erörterten* analytischen Beziehungen 
anzupassen, in iem Folgenden auch von imaginären Asymptoten j^rechen. Solche 
Asymptoten sind also immer paarweise vorhanden , in der Art , dass die beiden imag^ären 
Asymptoten, jedes Paaren si^ch immer in einem reellen Puncto schneiden. Denn die Gleichun- 
gen derselben haben folgende Form: 

und aus ihrer algebraischen Verbindung ergeben sich die folgenden beiden Gleichungen: 

u = 0, V = 0, 

welche jwei reelle, in demselben Puncte sich* schneidende gerade Linien darstellen. 

74 Die meisten geometrisch^ Sätze und Constructionen der frühern Nummern fallen 
iurt, wenn wir sie auf den Fall imaginärer Asymptoten übertragen wollen. Wo aber ins- 
besondere die BealiCät der Asymptoten selbst nicht in Betracht .kommt, da behält Alles seine 
jmmittelbare Geltmig^ , Der Durchsdiiiitt zweier reellen As>inpt4)ten wird hierbei von dem 
Durchschnitte zweier zusammengehörigen imaginären Asymptoten vollständig vertreten. Waz 
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wir von einer theOweisen Anzahl reeller Asymptoten einer f e«pebenen Cmrve bewiesen liaben, 
ohne dabei auf die ttbrig^en Asymptoten Rflcksicht xu nehmen j, besteht auoh dann nodi fort, 
wenn diese letztern alle oder zum Theil imaginär werden. So gilt, sum Beispiel, auch un- 
ter dieser Voraussetzung der Satz der 30. Nummer, dass von irgend drei reellen Asympto- 
ten einer Curve n.. Ordnung nicht zwei npunetig und die dritte hlostf (n — l)punctig osculi- 
rende sein kennen, und hiemach kann eine Curve der 5. Ordnung neben zwei imaginären 
nicht drei reelle Asymptoten , von der Art haben, dass zwei derselben die Curve flinfpunctig 
und die dritte dieselbe nur vierpunctig osculirt 

75. Wir können auch, um wiederum ein analytisches Resultat zu bezeichnen, von os» 
culirenden imaginären Asymptoten sprechen. Zu bemerke ist aber hierbei, da^, 
wenn eine von zwei zusammengehörigen imaginären Asymptoten eine osculirende ist, die an- 
dere es eb^ifalls ist und beide überdiess die Curve nach dersdben Ordnung osculiren. Es 
ist leicht uns hiervon zu fiberzeugen. Denn, wenn wir die folgende idenäsehe Gldchung zu 
Grunde legen : fln = p®«-! + A^fio^s , 

80 muss, wenn P eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve ßo sein soll, eine Aifym- 
ptote der Curve i3a-^ dieser geraden Linie parallel sein (S5). Wird p imaginär und von der 
Form (u-Ht^v^ — 1), so setzt diess zuvörderst den der zugehörigen Asymptote entspredienden 
Factor (u— ov/— 1) in der Function @o— t voraus, und dann muss iin^^ dje dmreh folgende 
identische Gleichung angezeigte Form: 

fln-a S [(u4-a)4-a(V+iJ)/— lj0a-3 + (>fln-.4 

haben und es bedingt hier wiederum , weil ßa^4 wie Sio—i nothwendig reell Ist , der imagi- 
näre Factor, in der Function ©n— 3, den zweiten imaginären Factor [ (u+a)— o(v4-/?)/— 1 J. 
Die Curve iin-^i hat also zwei solche imaginäre Asymptoten , die den beiden zugehörigen 
imaginären Asymptoten der Curve ßa parallel sind, und folglich sind diese Asymptoten beide 
dreipunctig osculirende. Gebt der Contact auf der ersten dieser beiden imaginären Asym- 
ptoten in einen vierpnnctigen Aber , so wird diese Asymptote auch eine Asymptote der Curve 
i2a.a. Diess gibt fol|^ende Formbestimmung: 

fln-a = (U4^V/— l)0a-3 + (»fln-4 , 

wobei der imaginäre Factor einen zweiten in @a-^3 verlangt und dieser entspricht einer zwei- 
teix Asymptote der Curve jQq , und diese Asymptote wird , also auch eine vierpunctig osculi- 
rende. Auf diesem Wege können wir weiter gehen und uns so von der Riditigkeit der 
obigen Behauptung 'fiberzeugen. 

Die Theorie der oscnlirenden imaginären Asymptoten ergibt sich durc^i eine unmittelbare 
üebertragung aus der Theorie der oscnlirenden reellen Asymptoten. Wir können die erst- 
genannten Asymptoten nicht ganz unberührt lassen, weil einerseits die analytische Conse- 
quenz uns zur Betrachtung derselben zwingt , und andrerseits die Vernachlässigung dersel- 
ben als Folge mit sich fahren würde, dass viele geometrischen Resultate, aieser ihrem ana^ 
l>tischen und natürlichen Zusammenhange, unverstanden bleiben mflssten. 

76. Bei den Curven der 4. Ordnung stellen sich die beiden Fälle, dass die Curve, ein- 
mal zwei imaginäre . und zwei reelle und das andere Mal vier imaginäre Asymptoten hat 
neben den Fall , dass alle vier As}'mptoten reell sind. Die in Beziehung auf die Osculatioa 
der einzelnen Asymptoten untergeordneten Fälle erhält man mit Berfldtsichägung der Be- 
merkungen der vorigen Nummer, unmittelbar aus dem Schema der 29; Nummer. In dt» 
Nachstehenden haben wir die frühere Bezeichnung für die Ordnung der Osculation wieder 
aufgenommen und überdiess noch die zusammengehörigen imaginären Asymptoten umklammert. 

Wenn die Curve zwei reelle und zwei imaginäre Asymptoten hat, so sind elf beson- 
dere Fälle möglich , welche sich , wenn wir bloss auf die verschiedene Ordnung der Oscu- 
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lation der betden reeUen Asymptoten Rtteksicbt nehnen ii^Uea, auf sechs reduciren 
wflrdeo. [28]83 [33]22 

• • 33 • • &^ 

..42 . . 43 

. . 33 ^44j22 

.43 . . 44. 

Wenn die Curve nur imaginäre Asymptoten hat, so finden wir folgende fünf besondere 
FäUe. [22][22] 

..[33] 

• .[441 

[33][33] 

[44][44] 

Wir werden später in einem besondem Paragraphen, diejenigen Gleichungen. von cha- 

racterisliscber Form, welche diesen einseinen Fällen entsprechen, mit den Gleichungen aller an- 

dern Fälle von Curven der vierten Ordnung zusammengestellt finden« 

77. Wenn wir die 31. Nummer um Rathe sieben, erhalten wir, f&r Curven 4er & Ord- 
nung , ohne alle Mühe die nadtfolgende Zusammenstellung möglicher Fälle : 

1) Curven mit idrei reellen und swei imaginären Asymptoten. Die Anzahl der ein- 
zeUien Fälle beträgt 43 , und wOrde sich , wenn wir nur auf die Unterscheidung der reellen 
Asymptoten Rücksicht nehmen wollen , auf 19 reduciren. 



[22]223 


[23]558 


[44J283 


. . Jian 


..444 




..422 


..544 


..482 


..688 


..555 


..588 


..aas 


133]2» 


..333 


..438 


..388 


..444 


..588 


..4^ 


.*. 544 


..443 


.583 


[ä5j283 


..548 


..333 


..388 


..553 


..433 


..488 


..838 


..533 


..583 




..448 


..333 


..583 


..548 


..565 


..448 


..553 




.,543 







2) Cunren oi( einer reellen und vier imaginiren Asymptoten. Die Anzahl der ein- 
zelnen Fälle beträgt 24, wUrd^ sich aber wenn wir die imaginärai Asymptoten unter ein* 
ander nicht unterscheiden woOen , auf 4 reduciren. 

ß^32]3 f44H22]3 {33][33]3 

...o .«.9 ...4 

•••4 •••4 ...ft 

. • • 6 .... 6 [44][33J8 

[33][22]2 [U][M]3 [töl[33]3 

• * . 3 ... 3 [44][444 

• • • *M. «..4 ...o 

• • ' 5 ... 5 (55][5&]6. 
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Das Imaginäre ist «war in geometrischer Hinsicht gar nicht vorhanden , trotv dem aber 
prägen sich sogar die Unterschiede des Imaginären im Reellen . ab. So sind , snim Beispiel, 
wenn eine Curve der 5. Ordnung drei reelle Asymptoten hat, von denen eine dieselbe drei- 
punctig und die beiden andern mehr als dreipunctig osculiren, die imaginären Asymptoten 
nothwendig dreipunctig osculirende. 

78. Jede Hyperbel , welche zwei Asymptoten einer gegebenen Curve auch zu den ihri- 
gen hat, ist eine hyperbolische Doppel - As}inptote der Curve und hat mit ihr in unendlicher 
Entfernung einen reellen Doppel - Contact. Das System der beiden geradlinigen Asymptoten 
erscheint hierbei als der Udbergang, die Oränze, zwischen zwei Gruppen von Hyperbeln,, 
welche in den beiden verschiedenen Paaren von Scheitelwinkeln, die von diesen Asymptoten 
gebildet werden, liefen. In der identischen Gleichung: 

treten , wenn wir für X nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, alle firaglichen hyper- 
bolischen Doppel - Asymptoten durch den Factor (pq+^) in Evidenz. Positive Werthe von X 
bezeichnen die' eUie, negative Werthe die andere Gruppe, und beim Uebergang von einer 
Gruppe zur andern verschwindet X. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich, wenn die beiden geradlinigen Asymptoten P 
und Q imaginär werden. Dann nimmt die Function Sia folgende Form an : 

und 'den hyperbolischen Doppel -Asymptoten entsprechen nun Ellipsen, welche, indem wir X 
als willktthrliche Constanto ansehen, durch die nachstehende Gleichung dargestelk werden: 

u^-fo^v^-f A = o. 
Jede solche Ellipse hat mit der Curve in unendlicher Entfernung einen imaginären Doppel- 
Contact und schneidet die Curve , was sogleich aus der Gleichung derselben in die Augen 
springt, deshalb nur in 2(n — 2) Puncten. Jede ist, um uns consequent auszudrücken, eine 
elliptische Asymptote und zwar eine Doppel -Asymptote der gegebenen Curve. Nur 
wenn X negativ ist, ist diese Asymptote reell, sie wird imaginär, wenn X positiv wird. 
Zwischen reellen und imaginären elliptischen Doppel - Asymptoten bildet ein Punct, 
und diesem entspricht dass die Constante X verschwindet, den Uebergang. Diesen Punct, in 
so fem er uns, wie hier, als eine verschwindende Ellipse von bestimmtem Axen-Verhältniss 
und bestimmter Axen-Lage, und nicht als ein blosser Durchschnitt zweier geraden Linien, 
entgegentritt, habe ich Asymptotenpunct genannt. Ein Asymptotenpunct ersetzt voll- 
ständig zwei reelle gerade Linien in der geometrischen Bestimmung der Curve. 

79. Wir können, im Allgemeinen, die Constante X nicht so bestimmen, dass dadurch, wie 
firflher zwischen Curve und Hyperbel, nun zwischen Curve und Ellipse ein innigerer (imaginär 
rer) Contact hervorgebracht werde. Wenn ein solcher nemlich auf der Asymptote P Statt 
findet, so muss,, nach firttbem Erftrtemgen, die Curve ßn— » eine mitP parallele Asymptote 
haben. Diess bedingt die nachstehende Form: 

welche, wenn P imaginär wird, und wir um die allgemeinste ConstantcB-Bestimmung zu er«^ 
halten , a mit o+a/?/*^! vertauschen , in folgende ttbergeht : 

ü = (u^-l-aH'H-^)0^a + <"[(n+a) + a(v+Ä/— ll©a.-j+ pi?ti-.4. 
Da aber güa^^ reell ist, bedingt der imaginäre Factor einen zweiten, I(u+a)— o(v+^— IJ, 
in der Function @a-3, woraus folgende Form hervorgeht: 

ßfl = (tt2+crV2+X)0a-a + /i[(U+a)2+ 0r^(V+Ä^ea«4 + 9ßo-4, 

s (u^a2v2+X)A.. + rß^s. 
Form zeigt , dass alsdann die elliptische Asymptote mit der Curve auf einer unendlich 
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weit entfernten geraden Linie einen inia|(inären dreipunctigen DoppeltConUct hat. Zugleieli 
aber sehen wir aus der ersten der vorstehenden beiden Entwiekluugen der Function ii^ 9 dass 

diese Function, indem wir auf die elliptische Asymptote fünf Constante nehmen , nur 

Constante einschliesst , und ihr also, um die allgemeine ihres Graden zu sein, eine Constante 
fehU. Also gibt es nur bei Ci^en der n. Ordnung von einer besondem Art eine solche 
elliptische Asymptote. Diese Ellipse kann alsdann immer noch reell oder imaginär sein oder 
auch auf den Asymptotenpunct sich reduciren. In diesem letzten Falle findet durch das Ver- 
schwinden von X noch eine Reduction in der Anzahl der Constanten um eine neue Einheit 
Statt , und das ist nothwendig , weil hier nur ein einzelner particulärer Fall unter unendlich 
vielen herausgehoben wird. Die gegebene Curve hat alsdann zwei geradlinige, dreipuncüg 
osculirende , imaginäre Asymptoten. 

Es kann, bei neuen Particularisationen der gegebenen Curve, auch solche Ellipsen ge«. 
ben , welche mit der Curve in unendlicher Entfernung einen imaginären vier- bis i^uncU-, 
gen Doppel-Contact haben. 

Das Maass der Annäherung einer Curve an eine imaginäre Asymptote ist offenbar ima- 
ginär. Wenn es fQr zwei zusammengehörige imaginäre Asymptoten gleich ist, das heisst 
wenn es eine dreipuncüg osculirende elliptische Doppel -Asymptote gibt, so nimmt der Aus- 
druck fVr dasselbe die Form x/ — 1 an und , für Verschiedene solche Fälle , können wir das 
Maass für die Annäherung auf reelle Weise vergleichen^ fes ist dem reciproken Werthe des 
Inhaltes der drdpunctig osculirenden elliptischen Asymptote proportional ; denn dieser Inhalt 
ist, wie man leidit sieht, gleich dem früher durch J bezeichneten reciproken Werthe der 
Annäherung, multipHcirt mit 4;r/ — 1, indem wir die Ludolph'sche Zahl mit n bezeichnen. . 

Um die Uebertragung früherer Resultate von hyperbolischen Asymptoten auf elliptische 
an einem einzigen Beispiele zu zeigen, wähle ich den Satz der 64. Nummer, aus dem un- 
mittelbar der folgende fliesst 

Wenn eine Curve der n. Ordnung (it— 2) reelle osculirende geradlinige 
Asymptoten hat, so gibt es immer, wenn die beiden übrigen Asymptoten 
imaginär sind, eine Ellipse, welche mit der Curve, auf einer unendlich 
weit entfernten geraden Linie, einen imaginären dreipunctigen Doppel- 
Contact hat 

Es versteht sich , dass diese Ellipse auch imaginär sein und auch auf einen Punct sich 
reduciren kann. 

80. Auch wenn wir mehrere elliptische Asymptoten zugleich betrachten, eriialten wir 
Resultate, die den fkUhem ganz analog sind. Die reellen Asymptoten einer Curve der n. 
Ordnung sind immer in solcher Anzahl m vorhanden, dass (m — ») eine gerade Zahl ist und 

dann gibt es > vollkommen bestimmte Puncte, welche die Mittelpuncte von eben so vielen 

Gruppen unter sich ähnlicher und ähnlich liegender elliptischen Asymptoten sind und deren jede 
die Curve nur in 2(n— 2) Puncten schneidet Verschiebt man eine solche Ellipse , ohne dass 
de sich dreht, so schneidet sie die Curve in jeder ihrer Lagen immer nur noch in 2(n — 1) 

Puncten. Wenn man in jeder der obigen — ; — Gruppen von Ellipsen eine derselben beliebig 

M Mi 

auswählt, so schneidet das System soldier --^— Ellipsen und der m geradlinigen Asymptoten 

2 



Curve im Allgemeinen in solchen n(n—2) Puncten , welche alle auf dem Umfange einer 
Curve der (h— 2). Ordnung liegen. Man kann hierbei auch die m geradlinigen Asymptoten 
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paarweise zusammennehmen und dam an die Stelle jedes Paares Asymptoten eine beiieUg^e 
Hyperbel setzen , welche diese Asymptoten auch zu den ihrigen hat — 

§. 8. 

ParabolUelte Asymptoten* 

81. Wenn wir die allgemeine Gleichung der Curvoi n. Ordnung unter der nächste* 
heuden Form schreiben : 

SO tritt ein Kegelschnitt, dessen Gleichung 

02=0, 

als Doppel - As>inptote der Curve in Evidenz. Die letzte Gleichung können wir, indem wir 
von Vorne herein zwei lineare Functionen y und x willkOhrlich annehmen , in die folgende 
entwickeln : y^ + 2axy + ßx^ + 2yy + 2<>x 4- « = o , 

wonach alsdann der fragliche Kegelschnitt einzig von den*fünf Constanten a, /}, /, ^ und 9 
abhangt Die beiden Asymptoten dieses Kegelschnittes sind zugleich zwei Asymptoten der 
Curve ; ändern wir^ den Kegelschnitt , indem wir den obigen fQnf Constanten andere Weirthe 
beilegen, so ändern sich, im Allgemeinen, die beiden Asymptoten des Kegelschnittes und so^^ 
mit auch zwei Asymptoten der Curve n. Ordnung. Diese Aenderung hat, wenn die Functio- 
nen ß'o— a und iußa.3 unverändert dieselben bleiben, auf die Natur der übrigen unendlichen 
Zweige dar Curve durdiaus keinen Einfluss , und , unbekOmmert um diese , können wir uns 
auf die Betrachtung derjenigen unendlichen Zweige , welche der Doppel - Asymptote Sii sich 
annähern , beschränken. 

Wenn durch eine schickliche Constanten -Bestimmung, indem der Werth des Ausdrucks 
(a^^ß) der ursprünglich positiv war, negativ wird, der Kegelsdinltt von einer Hyperbel in eine 
Ellipse übergeht, so werden die beiden gemeinschaftlichen As3miptoten, die ursprünglich reell 
waren, nun imaginär. Denken wir uns die Constanten-Aeuderung als eine contihuirliche, so 
muss die entsprechende continuirliche Form - Aenderung des Kegelschnittes von der Art sein, 
dass, indem der Werth des Ausdrucks (a^—ß) verscbwindet , der Kegelschnitt durch eine 
Parabel hindurchgeht. In diesem Uebergangsfalle sind die beiden gemeinschaftlichen Asym« 
ptoten unendlich weit gerückt und sind in unendlicher Entfernung als parallel zu betracb- 
ten. Es gibt also im engem Sinne keine geradlinigen Asymptoten und an die Stelle der 
hyperbolischen oder elliptischen ist eine parabolische Asymptote getreten. 

Dm eine klare Anschauung von parabolischen Zweigen einer Curve zu erbalten, brauchen 
wir bloss den Uebergang von einer hyperbolischen zu einer elliptischen Asymptote auf irgend 
eine Weise näher festzustellen, etwa dadurch, dass dieselben alle einen gemeinschaftlichen Brenn* 
punct und einen gemeinschaftliehen Scheitel behalten. Nähert sich alsdann der diesem Brennpuncte 
entsprechende Hyperbelzweig einer Parabel, so nähert sich die Richtung der beiden Asymptoten im- 
mer mehr der Richtung der Axe, während sie selbst immer weiter sich entfernen. Derjenige Asym- 
ptoten-Winkel, welcher den andern Hyperbelzweig umschliesst, rückt dadurch, zugleich mit diesem, 
und den an demselben sich ins Unendlicbe hinziehenden Zweigen der Curve immer weiter bis, 
für den Fall der Parabel , diese Zweige sich im Unendlichen verloren haben. Hier sind also 
die an einer hyperbolischen Asymptote sich hinziehenden unendlichen Zf^reige der Curve halb 
verschwunden , in der Art , dass , bei dem Uebergange von zwei reeUen zu zwei imaginären 
Asymptoten , an jede Asymptote nicht mehr nach der zwiefachen , sondern nur nach einer 
Erstreckung derselben , die Curve sich hinzieht ; bis rfe auch die beiden letzten unendlichen 
Zweige verliert, und elliptische As>inptoten erhält. 
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Wenn i^ir bloss der Constanten c einen andern beliebifen Werth beilegen, behalt der 
neue Kegelschnitt (2) , wie die nene Curve h. Ordnung (1), die beiden ursprünglichen Asym- 
ptoten. Der neue Kegelschnitt; bleibt hierbei eher auch immer noch eine Doppel- As>inptote 
der ursprünglichen Curve (1) , denn wir können , ohne weder die Gleichung (1) , noch auch 
die Form dieser Gleidimtg zu ändern , den Coe£kioDten c mn irgend eine beliebige Gritose a 
wachsen lassen ; wir brauchen dann bloss fiSia^^ durch 

TU ersetzen. Diese WiUkahrlichkeit in der Annahme von e ist unabhängig von der Art des 
Kegelschnittes; dieser behält immer als Doppel -Asymptote der Curve (1) eine überzählige 
Constante und , so wie es in dem Falle zweier reellen Asymptoten unendlich viele hyperbo- 
lische und in dem Falle zweier imaginären Asymptoten unendlidi viele (theils reelle, theils 
imaginäre) elliptische Doppel - Asymptoten gibt , so bedingt die Existenz einer parabolischen 
Asymptote unendlich vide s<^dier Asynqrtoten. Die vorstehenden Erörterungen zeigen , dass 
alle diese parabolischen Asymptoten eine gemeinsame Axe und glichen Parameter haben, 
vnd dass man als^» dieselben alle erhält , wenn man eine derselben, ohne sie zu drehen, 
nach der gemeiBsamen Axen - Riohtnng sich fortbewegen lässt 

82. Um die parabolischen Asymptoten in der Gleichung der Curve n«* Ordnung in Evi- 
denz zu bringen, wollen wir 

fl^ = p2 + Xq 
setzen. Indem wir alsdann , was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist , die Function 
ßn-^ Biit @ii-^ vertauschen , geht diese Gleichung in die folgende über : 

(p^Aq>0.-a + ftii^^ = o. 
Diese Gleichung oithält Mch zwei überzählige Constantea. Von diesen rührt dne daher, 
dass man ttterhaupt ein und dieselbe Parabel auf unendlichmalige Weise durch eine Gleichung 
von der obigen Form darstellen kann, und diese Constante kommt daher ausschliesslich auf 
den Factor (pM-Aq). Die andere wird nadi der vorigen Nummer dadurch bedingt, dass die 
parabolischen Asymptoten der Curve nothwendig in unendlicher Aazahl voriianden sind» und 
fiült daher, durch eine Particularisation derselben , aus der Gleichung der Curve aus. 
Was me erste dieser beiden Cpnstanten betrifft , so kommt 

p^ + Xq = p^ + Vq , 
wenn wir die beiden neuen linearen Functionen p und X'q' dadurch bestimmen , dass wir 

p' = p+^, A'qsAq + yp + *> 

setzen , «Ad hierbei die drd Constanten ßy y ubA f so bestimmen , dass sie den beiden fol- 
genden Gleichungen Glenüge thun : : 

. /J^ + J = o, 2/J + iii = o. 

Wir könaen su diesem Ende, damit zngleidi die Bestimmung der beiden übrigen Constanten 
lineai^ bleibe ß (oder anch fi) willkühriich annehme«. Wir werden hiemach in dem Folgen- 
den auf einen Factor von dar Form (pH-^) mr vier , das heisst so viele Constante rech- 
nen, als zur Bestimmung einer Parabel nothwendig sind. Ueberdiess wollen wir der Kürze 
wegen einen Factor von der obigen Form durch ^ Symbol JI bezeichnen, und zur Unter- 
scheidung verschiedener Factor en von derselben Form ^ diesem Symbol Marken beifügen* 

83. Um die zweite überzählige Constante aus der Gleichung der Curve, die nun die 
folgende sei, JI'Qb-.» ^- /«ft,^ «= o , . (1) 
fortzuschaCen , wollen wir, dtrdi Einführung einer willkührlichen meuen Constante i, diese 
OMchnng zunächst auf nachstehende Weise schreiben :. 

(il'H-d)0>^ + ifAÜa^a-äQ^ =;.0, : 

und dann , was imm*er auf einzige Weise möglich ist , die eingeCQhrte Constante i so 
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bestinunen, dass 

wobei p dne von II' abhängige lineare Function bedeutet. Wenn wir Uemach 

J2' + d s JI 
setven y entspricht 11 einer , durch ihre besondere Beziehung nr Conre der n. Ordnung voll, 
kommen bestimmte Parabel, und dann geht die Glddiung dieser Curve in die folgende über; 

il0n-» + C>(p+a)©ii-3 + 0i2n_4 = O. (2) 

Diese Gleichung enthalt die nothwendigen und hinreichenden f — - — "*^)» ^^^ ^^^ 

ander unabhängigen Constanten. . Wir können sie für die allgemeine Gleichung der 
Curven n. Ordnung mit parabolischen Asymptoten, ndimen, und, als solche, 
sie allen allgemeinen Untersuchungen Aber solche Curven xu Grunde legen. 

Jede der unendlich vielen parabolischen Asymptoten, V4in welchen eine in der Function 
m der Gleichung (1) in Evident tritt , schneidet die Curve n. Ordnung nur in S(ii— 2) 
Puncten , weil vier Durchschnitts - Puncto , dem asymptotischen jCharacter derselben zu Folge, 
unendlich weit liegen. Von den , im Allgemeinen , nicht unendlich weit entfernten Durch- 
schnittspuncten , welche zugleich auf dem Umfange ein^ Cur^e der (n — 2). Ordnung liegen, 
ist in dem Falle, der Parabel Tl noch einer unendlich weit gerttdLt. Denn die Gleichung 

n =0 
reducirt die allgemeine Gleichung (2) auf ^ 

^(p-H»)0n-3 + ofln-4 = O. 

Diese Gleichung stellt eine Curve der (n — 2). Ordnung dar, welche eine solche Asymptote 
hat, die itt Durchmesser - Richtung der parabolischen Asymptoten parallel Ist und wdche 
somit ^ie Parabel nur in (2ji— 5) Puncten schneidet , weil nach der eben bezeichneten Rieh* 
tung, ein Durchschnittspunct unendlich weit Jiegt Wir werden die hierdurch näher chara- 
eterisirte Parabel eine die Curve in unendlicher Entfernung fünfpunctig o»- 
culirende, oder im Allgemeinen kurz, die osculirende parabolische^ Asym- 
ptote nennen. Curven mit parabolisdien Zweigen haben also unter ihren unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten immer eine einzige und vollkommen bestimmte, fünf- 
punctig osculirende. 

84. Im Allgemeinen hat eine Curve mit parabolischen Zweigen keine mehr als fünf* 
punctig osculirende Parabel ; bei parabolischen Curven der n. Ordnung von besonderer Art 
kann indess die Oildnung der Osculation bis zu einer 2itpunctigen ansteigen^ Die Anzahl 
der Constanten reducirt sich von Neuem um Eins für jede steig^ide Einheit in der Ordnung 
des Contactes. 

Wir wollen zuvOrderst die Curven der vierten Ordmpg betrachten. Die Gleichung 
dieser Curven, in welcher aus der Gruppe der unendlich vielen parabolischen Asymptoten 
irgend «ne, JI, in Evidenz tritt, ist die folgende: 

n'&2 + ^ßj « o. » (1) 

Damit TT in die (inf^unctig osculirende Parabel Tl abergehe, muss die Function ßz och so 
parücidarisiren , dass die Gleichung der Curve in die nadistehende tibergeht : 

iI02 + i«[(p+«)r + /?! = o. (2) 

Dadurch ist aus der Gleichung (1) die überzählige Constante verschwunden und die neue 
Gleichung (9) enthält die gerade nothwendige Anzahl von Constanten , nemlich 18. Die 
Curve S2i ist hier nothwendig eine Hyperbel, deren eine Asymptote der Durchmesser- 
Richtung der parabolisdien Asymptoten parallel ist , wonach sie die Parabel JI nur in drei 
Puncten schneidet. 
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Wenn die l^iiiietioii ^ sick weiter partioviaijrirt , so insB der' b^cfigliohe Kegelschnitt 
vpn der Parabel II nur nodi in zwei Puncten geschnitten wird , 8o particularisirt sich zur 
gleich die Curve der n. Ordnung. Eine sechspunctig osculirende Parabel vertritt als- 
dann, unter unendlich vielen vierpunctig oscriireaden, die Stelle der" fUnfpunctig oscnlirenden 
Parat^Ü In der gfenkachteu Voraussetzung nuss die Function .Q2 9 wenn Tl verschwindet, 
anf den er^en Crad iidk redncireii , wa» folgende identisd^ GleiclMing bedingt : 

Hiemach ist die aHgemeine Ctleichmg solcher Curven vierter Ordmmg , welche eine sechs- 
punctig osculirende parabolische Asymptote haben , die folgende nrit 12 Constanten : 

J7(02+X) + (>s = 0. (3) 

Die beiden einzigen nodi übrigen Durchschnitte der Curve mit ihrer parabolischen Asym- 
ptote n liegen' auf der gerMen Linie S ; soll auch einer von diesen beiden Durchschnitts- 
puncten nodi unendlich weit rKoken , so muss die Linie S ein Durdiaesser der Parabel il 
werden. ' Diegs fordert i g s f + a. 

Wenn also die mehr als vierpunctlg osculirende Parabel eine siebenpnnctig oscnlirende sein 
soll, so enthält' die allgemeine Oleichnng der so particnlarisirten Curve nerter Ordnung nur 
11 Constanten vnd wird die folgende: 

i^(Ö2+A) + (Kp+a) = o. (4) 

Wenn endlkh die Ordnung der Osculation d^ Curve und der Parabel 17 zu einer acht- 
.punctigen, und also, weil eine Curve der 4. und eine Curve der > 2. Ordnung sich überhaupt 
nur in acht' Puncten schneiden können, der höchstmöglichen , ansteigen soll^ so reductrt sich 
die Anzahl der Constanten auf 10 , und wir erhalten die nachstehende Fom : 

JI(®2+A) 4- f«« o. (5) 

Wieil^ beim Uebergange von der Gleichung C2) zu der Gleichung (8), von der Glei- 
dinng (3) zu der Gleichung (i) und von dieser Gleichung zur. Gleichung (5) , jedesmal nur 
eine einzige Constante ausgefallen ist, und diese verschiedenen Gleiohungen also die 
allgemeinen fflr die oben namhaft gemachten Particuhtrisationett der Curven vierter Ord- 
nung^ sind, so ist, was die Porm dieser Gleichungen aussagt, eine nothwendige Folge 
dieser Particulariaationen. Hiernach zeigt, zun Beispiel, die Gleichung (d) dass, 
wenn eine Curve vierter Ordnung Init parabolischen Asymptote, von der Art ist, dass unter 
diesen eine sechspunctig osculirende Parabel sich befeidet, es neben dieser Parabel immer 
noch einen iweüen Kegelschnitt: @^ + A ^ o, 

gibt, Wf^kher mit derselben Curve in unendlicher Entfernung einen dreipuncligen Doppd- 
Contact hat , und dass alsdann das^ System dieser beiden Kegelschnitte die Curve in solchen 
Vier PudMJeu'scbneMdt, welct^ In gerader Linie (S) liegen. Diese gerade Linie, wird nach 
ier Porm der 6kichungi(4) ,' der Durehmesser- Richtung der parabolischen Asymptoten pa- 
rallel, wenn unter diesen sich eine siebenpunctig osculirende befindet Wenn endlidi. eine 
achtpunctig osculirende parabolische Asymptote vorhanden ist, so gibt es neben derselben, 
nach der Gleichung (5)^- immer noch einen Kegelschnitt , welcher mit der Curve in unendli* 
dier Entfernung eiiicto'Vlorpmctigen Doppel - Contact hat. 

85. Fttr Curven der 5. Ordnung ergeben sich Gleichungen von folgenden Formen: 

'• >' ' "■ " JIB^ + i4(p-H»)r8 4- pt] « o, ' (1) 

. ' Jl(0t,4^ Xu) + iuA - 0^ ? (2) 

-'•' ' ■• - ' ' :• " ■• Jl(0s4- Au) -h A*((P+*»)r-^pl '=*^? ' (^) 

' • •'^ • J2(05-h Au) -f JMS Ä O, * ■ ^ (4) 

Jl(0s+ Au) -^ v«(p+«) =ö o, • (5) 

nle^Jr Au) -f /i « 0. (6> 

10 
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Die Gleidumg^ (1) isl die aUgemeiiie Gleiekttig-dfr CuriFe« S. OrdouBg üit par^baKscIieD 

Asymptoten, sie enthält --r — - — 1 ^ 19 Constanten und es tritt in ihf Ü als^ die fünf. 

punctigf osculirende Parabel in Evidenz. In den sich schrittweise abstufende» bes^nif^rn Fäl- 
len der Gleichungen (2) bis (6) steigt die Ordnung der Oscidatjon albnäbüg an, wttfcreB4 
die Anzahl der nothwendigen Censtanten von 18 bis auf 14 berunt^ndinkt. Diß Gleicbnngea 
(2) und (3}haben , indem Mir nach dem Frühem auf 11 nur 4 Constanten rechnen , bezüg- 
lich 19 und 18, also eine Constante zu viel. Diese wird dadurch hervorgerufen, dass eine 
sechs, und siebenpunctig osculirende Parabel nach der Form der. entsprecbend^n Gleichungen 
eine Curve der dritten Ordnung: 

bedingt, welche auf feder ihrer Asymptoten die fragliche Cvrvfe 5. Ordqung dreipunctig 
osculirt und dann dne sdche Curve unendlich vide andere v«n gleicher Boriebung i^ur Curve« 
(71). Diese Curven haben alle dieselben drei Asymptoten, und schnetden diesdiien imm^r^ 
80 , dass die gerade Linie U , welche die jedesmaligen drei Durchsclmittspuncte verbindet^ 
dieselbe Richtung behalt In IJebereinstimmung biermU können wir, ohne die Gleichung (2) 
irgend zu ändern, Xu mit X(n-\-x) und zugleich ^i^j mit (^ii^;— ^il) .vertaiiscbeii, ipnd danpi, 
durch schickliche Bestimmung von x, die überzählige Constante ausfallen lassen. Die Glei- 
chungen (4), (5) und (6), m wdchen II aU acbt-, neun, iwd »ehnputtc^g osculirende 
Parabel in Evidenz tritt ^ enthalten wiederum die nothwendige und hinreichende Anzahl v^n 
Constanten , um die aligemeiaen Gleichungen für Curven der bezüglichen Art zu sein. 

Die Gleichung n&z + iiSi% = o 

zeigt, dass alle nicht unendlich weit entfernte Puncte, in welche die Curve 5. Ordnung von 
irgend einer vierpunctig oscnlirenden parabolischen und den, dem Factor i^ entsprechenden, 
Asymptoten gesdinüten wird , auf einer Curve dritter Ordnung liegen. Diese Curve Si^ par« 
ticularisirt sich, von dem Falle der Gleichung (1) aus, durch die Fälle der folgenden Gld- 
chungen hindurch, so, dass erstens P einer Asymptote dieser Curve parallel wird, dass 
zweitens diese Curve parabolisdie Asymptoten mit derselben Durchmesser -» Rlcktung als 
die Curve 5. Ordnung bat, dass drittens die parabolischen Asymptoten der genannten bei^ 
den Curven auch gMchen Parameter haben, dass viertens dieselbe Gruppe unendlich vie«> 
1er parabolischer Asymptoten beiden Curven angehört, dass fünftens unter diesen unend- 
lich vielen parabolischen Asymptoten ein und dieselbe diejenige ist, welche beide CurvcQ 
fln^unctig osculirt, dass sechstens die Ordnung dies^ Osculaüon zu einer sechspundi» 
gen ansteigt. 

Auf demsdben Wege könnten wir zu analogen BetrachtiBigen über Curven der 6. und 
hohem Ordnungen fortschreiten. Doch wir wenden, uns sogleich zu den atlgemeinen Fom? 
Bestimmungen. 

86. Die allgemeine Function der n. Ordnung muss sich., w^nn;. die. bezüglif^e Curv^ 
^ne Smpunctig osculirende Parabel Jl haben soll , durch das Veisrh winden von ü auf den 
(n— jr). Grad reduciren. Hierdurch wird die Form der nachstehenden identischen Gld^chnng 
bedingt: i2„ = Jlßo^a + iuS?!,— ».► 

Diese Form schliesst, im Allgemeinen, überzählige Constanten ein, weil wir zu i3n-^ eine 
wiUkührliche Function (tfio—m^s addiren können, und dann bloss, damit die vorstehende 
Gleichung unverändert bleibe , die Function ßn-.» durch eine andere gehörig bestimmte d^« 
selben Ordnung zu ersetzen brauchen, wobei alsdann die Form des zweiten Theiles der vor- 
ftdienden identischen Gleichung sich keinesweges ändert. Die Anzahl der Constanten des- 
selben beträgt , indem wir vier auf II rechnen : 
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und rediidrt skk dnrdi üe JknsäU der willkttbrlkhen Constanten iler FsMction ^Sio-'m^z um 

, ^— ^ ^t ^ 

Biahciteii, ncmlich auf: (j^^^ ~ *) "^ (2m-5), 

also auf die notliwendige und Uureicliende Anzahl von Constanten für dokhe Curven der n. 
OrdnUBf , welcM unendlich riele parabolischen Asymptoten und miter diesen eine 2mpHnctif 
osculirende haben. 

Wenn m eine gerade Zahl 2m bedeutet, so können wir, indem wir Über alle witt«. 
fcihrlichen Constanten der Function QÜa^-^n-^ gehdrig disponiren , 

setzen, und erhalten alsdann die folgende allgemeine Gleichung mit der noihwendigen An- 
zahl von Constanten, in welcher n als dm'punctig osculirende parabolische Asymptote in 
Evidenz tijtt : JI[0n-i + «00-4+ * • +y0ii-m] 4- iniia-^m = o. (1) 

Wenn der Contact ein (4m'+l)punctiger wird, so wird dadurch bedingt, das9 

fln— m = (p+a)0n— m— I + tf ii— m— a , 

md folglich ergibt sich alsdann fttr die allgemeine Gleichung, in welcher die Anzahl der 
CoDstanten um eine Einhdt sidi vermindert hat: 

il[0n-i 4- O0„^4 + . . +y&n^„;\ 4- iw[(p+a)0n-«n-i + *i2o-«D-J = O. (2) 

Wenn der Contact zu einem 2(m'+l)punctigen ansteigt , so ergibt sich die identische 
Bedingungs « Gleidiung : 

JMfln-.« = (Jl+xr)0n— m— a + <Fßo— m-a , 

wobei wir die lineare Function r um eine willktthrliche Constante wachsen lassm k^^nnen, 
ohne weder die Gleichung der Cnrve seihst , noch ihre Form zu ändern. In folgendem Aus«* 
druck ist die hierdurch angezeigte überzählige Constante ausgefallen: / 

^iia^m = iU(Jl4-xr)0n— m— a + a(p4-a)©n— m— 3 + ißn—a— 4 

und somit erhält man fttr die Gleichung der Cur\'e : 

Jl[0B-^-Ha0n-4+ . < +y0n-m+iU0B-m-a 1 + Xr0n-«i,-.a + a(P+«)0p-»-3+'^-»»-4 = ^- (^) 

Wenn letztlich der Contact in einen (4m'+3)punctigen abergeht, ist 

flSin-^m = /«(J^+xp)0n-iii-a + afln— m— », 

wonach die Oleicbimg der Curve folgende Form mit der notiiwendigeü und hinreichenden 
Constanten - Anzahl annimmt: 

il[0n-a 4- «0n-^4 + • + y0n-« + iU0„-.«-a] + A(p+a)0i,-«-a + ofln-m-S = <>•"-", W 

87. Wir wollen , ähnlich wie wir froher die Annäherung einer Curve an geradlinige 
Asymptoten bestimmt haben, nun das Maass der Annäherung an parabolische 
Asyitftoten bestimmen. 

Der Werth ^er Function /l = p^+Aq bleibt, wenn dieselbe auf einen gegebenen Punct 
bezogen wi«d, m jede Bestirnmnng^der fiberzähligen Constanten, die sie dnschliesst, die^ 
selbe. Wir wollen, zum Behuf der'Constniction dieseg Werüies, die überzählige Constante 
so bestimmen, dass p der Axe der Parabel und q der Tangente im Scheitel dieser Axe ent- 
spricht und dass fiberdiess diese beiden linearen Functionen kürzeste Abstände von den be. 
zügüdieii gi6r$aelk Linien bedeute. Wenn wir dann durdi den gegebenen Punct einersdts 
eine gerade Unie paraUel mit der Axe der hezüglifchen Parabel H legen und den Abstand 
dieses Futtctes von dem einzigen Durchschnitte mit der Parabel i nennen, und widrerseite 
<»ie zwehe gerade Unie durdi den gegebenen Punct , senkrecht gegen die Durchmess»^ 
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Richtung der Parabel, ziehen, wekhe die Parabel in ntei Fiüicteii schneidet, deren Abstände 
von dem gegebenen Puncte wir durch & und (2f—9) darstellen können , indem wir & fiOr 
den kleinern Abstand nekmen, so erhalten wir die naefastehende 'dnppeite Gleichnng: 

il x= Atf «= d(2p— *). 

Diese Gleichung zeigt, dass, bei wachsendem Werthe von p, der Quotient j sich immer 

mehr der Gränze Null nähert Wenn wir also die Parabel 17, parallel mit sich selbst, nach 
der Richtung ihrer Durchmesser um eine Strecke S verschiebed« und auf der Parabel in ihrer 
neuen Lage ein Punct alsdann immer weiter fortrückt, so nähert steh der diesem Punete ent^ 
sprechende Werth von 9^ immer mehr der Gränze Null. Darum bleibt eine Parabel bei. jeder 
solchen Verschiebung ihre eigene As^'mptote und darum hat eine Chirve, wenn sie überhaupt 
eine parabolische As}7nptote hat\ deren unendlich. viele. Für den «nendlieh. w^ ent» 
fernten Punct ist d- ein unendlich Kleines von der Ordnung j, denn einerseits ist jene 
Entfernung ein unendlich Grosses von derselben Ordnung als q und andrerseks q von d^- 
selben Ordnung als p^, also p ein unendlich Grosses von der Ordnung $. . 

Wir wollen, für immer weiter sich entfernende Puncte, den redproken Werth von i 
das Maass der Annäherung an die Parabel JI nach. der Richtung ihrer 
Durchmesser und den r^iproken Werth von d^ das absolute Maass der Annä- 
herung an die Parabel il nennen. Zur Rechtfertigung der letzten Renenhung ist es 
gut zu bemerken, dass, für einen immer weiter sich entfernenden Punet, #als ^Lttrzesten 
Abstand von der Parabel Tl zu betrachten ist, 

Wcain die Annäherung nach der Durdimesser r Richtung für. die Puncte. eines an die 
Parabel 11 sich hinziehenden Curven-Zweiges unendlich gross , also S^. unendlich klein wird^ 
so ist die absolute Annäherung an die Parabel II ein unendlich Grosses und also S- ein un- 
endlich Kleines von einer Ordnung, die um eine halbe Einheit gestiegisn ist. Ek . folgt diesf 
unmittelbar aus der vorstehenden Doppel - Gleichung , aus welcher,, nach erlaubten . Vernach- 
lässigungen, ^ = ji.J = + J./.J 

sich ergibt. i. 

88. Wenn wir hiernach eine Curve mit parabolischen Asymptoten durch folgende Glei- 
chung mit überzähligen Constanten darstellen: 

üßn-a + /wfti-m = O , (1) 

in welcher J2 als tepunctig osculirende Parabel in JSiviieuz tritt, so JkonuQt^ indem wir 
Alles auf einen beliebigen Punct der fraglichen Curve beziehen: ,, /. . 

n = - fi ^^". 

Werai dieser Pnpct auf einem an die Parabel 11 sich hinziehenden Zyreif; dieser Curve immer 
weiter fortrückt und wir iQn— m und iQn-a, für einen Augenblick, als Functionc;» von p und 
q ansehen in welchen die Coeficienten der hücbsten Potenzen von q gleich Eins^isind, und 
dann p gegen q und niedeie Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen, soiredudrt sich 
die letzte CUeichnng auf . n ^— /uqK"'-^) 



t • • 



und Ueraus ergibt sich : J = — ^.q"("-») -..,.. (2) 

Diese Oleidnmg^ zeigt, .wie za erwarten stand, dass wennjl, indem, ^i^ m:^,neh9ien, ßine 
der unendlich vielen nicht. osculiren4en fBraboUsohen Atymptoteu^ ist» i immfir ^eine;; fndliqhe 
Grässe ist; dass aber wenn in besondem Fällen ni>2, und II eine^.2vlpunctig, 08€uliren4e 
parabolisdie Asymptote ist, ^ ein. unendlii^ KUtnes.der <»— 3). Ordnung wind» DieGleichu9f 



. .. . <» 
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|1) imssifich y wraQ iZ^iR^ellie'(2iii-Hl)piiiictif osctiJirhdePjnNibd^bei^ehtowsolI^iaäF^folff 
geni^ Weise partkülmrisirtn': -, - » > ". --v, A-. :,t-' xj..^ .".i-.:--. .< -"■■: 

Dann ioMlen wir,. nach eiiaobien VemaoUässifpingen : * > :. !• / 

■ ■;• . /-^ j'.«'"i-:^:p,-(H.=+^(±q)-c*-ir ■• ••'•','• •""•''(sj 

PAr die^ dtn.allgenMJneii Falte ^dabs m^=^i, ent8preobende^.|ttqfpunctig>os«ii)ii^^ 

ist i ein unendlich Kleines von delr Ordnung ^|>- was äit 4er roiigen »Nummer ia'iUiebei^einv 

MJiHnnng ist;. ■ . , ' .i ■■■,•/, ii-M..i ;l . y-^:\\,'i : » .■>:* 

Wir kennen die beiden Gteiobung^ (2)' und {3) in einei einriglB susanimenziehen^ wesA; 
indem wir durch h eine hflüebige gerade oder' ungerade Zahl beneicMenv die (Mnimgi.dei 
Annaheningi der Curve anr eine Apunotig oseuUrende parabolische >Asyaf(Qte^ nach derlHvidih 
messet i^ Ricfatung , durchidie nachstefcende Gleichung ^ in der k eine CoosUmte ibceeiehne^, 
ausdrucken: ", f:^ Mn-ii^-^^). : " -. ; ., ' i (4) 

Nach: dei* vorifen Nnmmer erhalten wit.ians.dem Maasse decAnnäbehing einer) jßurv^ 
an eine parabolische As>7nptote, nach der Durchmesser - Richtung , sogleich das- abtarinte 
niaass der Annahennif^. Zanädi^t gehen aus den beideniQlcttihungeii (2) und (S) iit fol- 
genden beiden hervor . . , ^» i .1 > • .n t 

r :«P > Äp ^ ^SlV'A ^ . 

und diese beiden üleidnmgtoi kimien wir in die folgendci^iisamiieBfliebent • u 

89. : Wenn der Gontacl einer beliebigen Curve «dd dnfx ItyperM nach di^. RichtiiBg 
einer gtmeinsohaftHcben 'Asymptote von einem ftpundtigen 0u einem (&44}pUMtig0ti; ansteigt^ 
so sehneidftAe Corvo ^ie Hyperbel in einem Pundte. weuigetr und die;<Miiim9t'4Xr Aniüdie^ 
rung des an jener iUymptote sich himnehenden Hyperbel* und Curven-^Zweigta'^stiiigl' ttm 
eine Einheit. Wenn eine parabolische Asymptote ein^ CboTe diese .in einem Puncfteii ixenfc» 
g«r schneidet, weU ein neuer Durchschinttspunct unendKchiMWf^i geffickt ist, so 'Siteigt.idie 
Ordnung der Annäherung der Curve an jede» def beiden iParabel - Zweige um eine halbe 
Einheit: es.iheilen sich gleichsam diese beiden Parabd- 2#eige in den unendlich weit ge- 
rückten Punct. ; ' , ' 

Wenn h eine gerade Zahl .b^eutet^ so erhalten wir aus di^nv^Uefehiing^ (4)iiuid (^X 
demselben immer wachsenden Werth von q ent8prech0nd, >ftir ^ einen einzigen Werth und 
ftr d- zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe; weim h: eine ungerade Zahl bedeutet, ver- 
hält es sich umgekehrt, der Werth für f ist ein iloppi^lter, der Werth für.i» ein einziger. 
Hiems folgt, dass, wenn k gerade ist,^ weit genug* entfernte pMi<3to:dbrti)mdeni paoAolisdlen 
Zweige der Curve, welche an den beiden Zweigen: der Ajpunctig osculireutoiiFArabel sich 
hinziehen , entjMxder beidesmal innerhalb oder beifdesmal' ausserhalb dieser ?Sarabel liegen.; 
dass aber, wenn ft^ nngeri^e ist,t eitt)Ui|^ndiicber Zfieig innerh^lfc «irdtd^iulderriau^erUlb 
der Parabel liegt. Nehmen wir insbesondere eino^ der nmekidlich vielen nidii:i'i#9Culirenden 
parabolischen; As>7nptoten , so liegen hiemach beide \Zweige\ entweder innerhalb . oder beide 
ausserhalb. Wir wollen hier voraussetzen^, .daas^ beide Zweige ausserhalb liegen unA «dann 
die Parabel, ohne sie zu drriicp^ «ach. d)er>Düi«fcif eai»iKiiWekiyng^ 

parabolischen Zweigen der Curve sich nttheri Hierbei bleAt sie, in allen ihttnKagen, eine 
Asymptote 4er iCurve und wkr gelangen .^imn Mft meiner vollkommen bestimmten €ränz.- Lage, 
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Wo^ At in' 4ineL)fiinfi(ini6üg oscalireiide ab«rge]it In dieser Ctaränz^Laige liegt ein • imendUicber 
Zweig schon ganz innerhalb und der andere noch ausserhalb der parabolischen Asymptote» 
üeber diese Gränz-Lagehinausgerttckt, umschU^ssl: die Parabel beide unendliche Zweige. 
Vor dieser Gränz-Lage liegt der erste parabolische Zwrfg der Curve ihr (wie maa leiohl 
sieht, um ein unendlich Kleines von der Ordnung i) näher als der zweite; über dieGrftnz- 
läge hinaus, liegt der zweite Zweig ihr näher als der erste; Wenn, in besondem Fällen, 
ii^ fttttfpusctig osculirtode pairabolisohe As3rmptote durch irgebd eine nngenidpiiBetig oscalf«* 
nnde. ersetzt wird, so. ändert sich hierin nichts, ausser dass, in der Gränz*Lage, der Con« 
tact ein innigerer ist und hiemach die Differenz in der Annäherung der beiden parabolischen 
Zweige an irgend eine ihrer unendlich Vielen gememsehaftUchen AsyitapCoic» ein unendlich 
Kleines von h#her^ Ordnung wird. Wenn aber eine geradpiinctig osculirend« parabolische 
Ais9»ptote die fttnfpimctig osculirende vertritt , so treten bd der Gcänz - Lage die paraboli- 
ffhen Zweige der Curve beide zugleich fai di6 Parabel hinein.. Die Annäherung der bei- 
den parabolischen Zweige an eine beliebige ihrer • gemeinschaftlichen , nicht osculirenden 
Asymptoten^ ist alsdann nur um ein unendlich Kleines der ersten «der einer h^^hera Ordnung 
verschieden. — 

' Ml Eine Gurve der n. Ordnung hat, neben ihrer parabolischen Asymptote, im Allgemei* 
nen, noch (n — 2) geradlinige Asymptoten ; diese können in untergeordneten Fällen, alle oder 
theilweise mit der Curve in unendlicher Entfernung auch einen Cqntact höherer Ordnung 
haben. Die allgemeinen Gesetze, von welchen dieser abhängt, werden sich sogleich erge- 
ben , nachdem wir die verschiedenen möglichen Fälle für Curven der 4. und 5. Ordnung zu« 
sammengestellt haben. 

Die folgenden Schemata enthalten die diesen verschiedenen FUlen entsprechendoi allge^ 
meinen Gleichungen mit der nothwendigen und hinreichenden Anzahl von Constanten. Bei 
jeder Olerchung ist die Ordnung der Gecvfaition für die genuHinigen Asymptoten, wie bisher, 
durch arabische Ziffern , die Ordnung der osculirenden parabolischen Asymptote durch eine 
römische Ziffer bezeichnet , in der Art , dass die Ziffer V zum Beispiel eine Kafprunctlg o&* 
culirende Parabel anzeigt« Ueberdiess ist die jeder Gleichung nadigesetzte und mit Klam-» 
mem umschlossene Zahl die Anzahl der Constanten. 

A. Curven der 4. Ordnung mit einer fünfpunctig osculirenien parabolischen Asymptote: 

VM iirs + iM(p-H»)u-f-^«o, [13] 

• 82 J7rs + Mp+aXr+<?) + it =» , (12] 

. 42 Jlrs + iu(p+a)r + A = o. [11] 

B. Curveli der 4. Ordnung mit einer sechs punctig oscoiireiMen parabolischen Asymptote : 

VI 22 /7(r84-irt) + Au =« o, 112] 

.38 Un + hi^ o, (llj • 

. 43 iirs + X(r-f«)=ro. flOj 

C. Curven der 4. Ordnung mit einer si eh e n punctig osculirenden parabolischen Asymptote. 

VU22 iltrs+is«) -fJtCp^-a)« 0, [11] 

. 33 Urs -4r A(pH-a) ä o. {1(^ 

^- R Curven der 4. Onfaiunjg mit einer achtpudotif .osculirenden paraboIisdi«i Asyi^tote: 
VMiaa i2(K-H<) -h A =« o, ^^ . flOj 

.44 Jlrs + Ams 0. 19] , 

01* Curven der 6. Ordnung. 

A. mit efaier fünfpunctig «scuUrenden pimboliscHen Asymptote: 

. T 222 1tt%t ^ iMCp+aJUV '+1 Xw =» oy. ' . '{12) 

.«22 iirst -4-^ iM(p+ÄXr+/?)V >f *W ar O , . ..;.'[l8i 
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V 422 ilrat + iw(p+a)rv j^ kw^^Oj . P7] 

. 522 Jlrst + MP+«)rv + JL(r+i»>= o , [16] 

. .832 /Irst 4- /u(p+a)(r+/J)(«47') + Xw = o, [17) 

' . 482 JIrrt -h f<(p+a)r(Ä4-y) + Aw « o, [16] 

• 582' ;. i7r8t + vi<(rH»)r(s+^) + A(r+/r) m / [l5J 
.442 • /Int 4* ^(p+*)rs 4r Ivr :*p o^ . [16] 

' . 64« • . -i ilnt -f Mp4*a>r8 4- ^r4-/?) *= o/. [14] 

\ .652 1. Hrst 4- /u(p4^)T8 + A, ssjK [18] 

B. nül dner. seeh^pMcägr osciüktnden parabciMaciieii AsjTMptate: , 

VI2ft2 . . Ja(rst+/Mtt) + Aß^.«=o, [lÄ] *) 

.322 ilcrslri^^r) + Aß^ ^ «, : [17] 

.422 17(ES(4it<v) 4- I(r4rt»>H-or s» o, • [16] 

.622 JI(is»i4-iUr) +^Ani -^ a =».0, ' [16] 

.883 iZrfli:4- li^ = o, [1^ 

.438 Jlrst 4- Afi4-a>i + c « a, [15] 

«688 ; Jlrst» 4- Ani 4- ff a»s iO> . [141 

. 443 Jlrst 4- A(r4-o)(s4-/S) 4- a = o, [14] 

.648 Mtst :-h' ktiß^y "h a.^Oy [18] 

• 658 Jlrst 4- ire 4- ff ==» 0. [12) 

C. mit dner siebenpuctig oseulir^ndeii parabolische» Asjmptotet 

VU 222 Jl(r8t4^iuii) 4- A(p4-a)v a = o, [IT] •*) 

• 822 Jl(r8t+Mr) 4- il(p+a)v er = o, [16] 
. 422 Jl(f8t4-/tr) 4- A(p4-«Xr+/*) 4- <r ä o> [16] 
. 622 JlCr8t4-Air) 4- A(p4-a)r 4- er « o , [14] 

• 833 Jlrst 4- A(p4-a)v 4- <r = • , [15] 
. 483 Jlrst 4-: it(p4-a)(r4-i8) 4- a «= o, [14] 
.683 Jlrst 4- l(p+a)r 4- ö' = o, {181 

D. nit dner aehtpundig osculireiiden parabalisciMa Asymptote: 

VUI 222 Jl(r8t+^^«) 4- Aw = o, [16] 

.822 Jl(rst4-^(r4-a)) 4- Xw « o , [15] 

. 422 Jl(r8t4-jMr) 4- Iw = o, [14] 

.622 J2(rst4-i«r) 4- X(r4-a) =» o, (18] 

• 883 JlCrsM-iu) 4- Aw ^ o , [14] 

444 Jlrst 4- Aw = 0, [13] 

644 ^- Jlrst 4- A(r+ö) =* ow [12] 

einer js.etnpiiicllg oscuUrenden parabolfsdMm Asymptote.: - 

IX 222 n(r^b^fiu) 4- ACp4^) « «t [16] 

.828 Jl4i8trHi(ivH^> 4- ACp4^) <«« Oy [14] 

. 422 Jl(rst4-iur) + A<p4t<0 «= o, ' - " ' ' » [18} ^ 

• 888 Jl(r8(4it^) 4- A(p+a) = o, [18] 
. 444 Jlrst + l(p4-a) =^ o.» [18] 

einer se4iipimct%^MM»lireMdm'paMd^sdieM>AsyBq»tote,t i t 

.X222- ..,<: ,-Jl(isirt-iUtt) >+-*.)=; .6,'... [^*] 
".^22 'i'-' M-i*' JlOfSt4-fHlvH»Ö'/4^'Ai'fl=^vO'|^ . r.iKl.' ... m rll^' 



.1 
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*) Diese Gleichung enthilt eine Cb^näblige ,^nieht 4pi||;erechnete ConsUnU (85). 
*«; Auch hier iit eine überzählige C^tatUate aichl mitgerechnet (85). 
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X «22 . JI(r9t+iur),4- X = 0, : ' '. [li] 

.833 . " JlCrst4»/M> + A c= o, ^ '■ [12] 

.^355 llret H- A =« a, • fll] 

92. Auf diesem Wege; könaen wir ohne SchwieHgkcit weiter gehen - und sowohl die 
Ordnung d^ri^orve als ) die Ordnung disr Osculajtion der. ^abolischen Asynptote beliebig 
ansteigen Uneti. Hierbei gelangen wir du den fplgenden Resultate. 

Nachdem; wir für Curvcn der r; lOrdnuiig daß Schema für alle möglichen Fälle in Be- 
ziehung auf die verschiedenen Ordnungen für die Annäherung der Curven ta ihre n gerad- 
linigen Asymptoten gebildet ktbtnv ek^dt^Q wir so^icbdas ScbevHt'der mögUchen FäUe, 
in Mielchen x^^i Asymptoten unendlich 'weit ^erttckt sind^ lilid durch paraboUsehe Asympto- 
ten vertreten Verden. Ist nemlich unter diesen panAolisehen As>inptoteii die osculirende 
eine 2jfipunetig^. oder (2m+l)punctig esculfreiide, s0> brauchen wir bloss irndtoi allgemeinen 
Schema diejenigen Combinationen >zit nehmen , in welebra bezüglich das ZUEnrn-Paar m m 
und m m+1' Vorkommt und erhalten alsdann^ wenn wi» dieses Ziffern -ftilav ganz ausser 
Acht lassen ^ djas Schema für die . verschiedenen mögliehen Fälle , welche , in Beziehung auf 
die Ordnung* dte Contactes^ an die noch übrigen (9i'—2)i -gciradlinigen Asynifftöten der Curve 
Statt finden können. ., ., . 

Es wtirde, wenn alle verschiedenen Fälle möglich wftrei , die Anzahl derselben der An- 
zahl der Cdmbinationen mit Wiederholungen von m — 1); Elementen zu (»--2) • gleich sein. 
Erstens aber fordern' idieSyihbeiejii m und m m^sl^ wieldie.h^glleh die parabplisehe 
Asymptfte vertreten, nach der. 28. Nammet gewisse Kombinationen rücksichüich d^ Ordnung 
des Contact^ der geradlinigen Asymptoten, fttid dann scheiden sich , nach :der 34. Nummer, 
unmögliche .Combinationen unmittelbar '|M|m. (Vergleiche die folgende Nummer): Dann zwei- 
tens aber ddneiden sich, nach dev^ 34. iNunifner, noch andere Fälle als umMgliche aus, weil 
das, die parabolische As>inptote vertretende Zifferq-Paar nil andern Ziffern zusammengestellt 
unmögliche . Cbknbinationen geben kann. (Verglieieb^ die 94. Nummer). 

93. \fenn eine Curve von einer beliebigen n. Ordanng unter ihren • unendlich vielen 
parabolischen Asymptoten einf::niir füafpmkctig. osculirende hi^t^ sa hat sie ausserdem^ 
wenn überbälipt geradlinige Asymptoten verbände» sind, unter diesen nothifc'endig eine 
nicht osculirende. Die übrigen (ti-^) gieradünigenr Ailymptoten könnten alle möglichen 
Combinationtil , in Beziehung auf die ^Steigerunguder: Ordnung des Ck>n(atc(es, darbieten. 
Wir erkennen: hierin sogleich, wie die parabolische »Asympftote, bei der Bestimmung der ver- 
schiedeneu möglichen Fälle, die Stelle des Systems ^er gewöhnlichen und -einer dreipunctig 
osculirenden^ geradlinigen Asymptote einnimmti Auszuschließen von den Möglichen Fällen 
sind indess,. :if <^nn n grösser als 5 ist , alle diejenigen Oimbinationen, weicht für. sich allein 
schon, nach der 34. Nummer^: aU unaiögfieheisqcb) darstellen. So'ziqnBei^iel jst,:{iir n^y 
der dem S>^ole V6652 entspreoiMuda FaV; wegen d^ Oömbination 665,:.iilchl taöglich. 

Abstraiiiren wir für einen« Augenblick von den hiemach auszuschliesseaden. Combinatio- 
nen , so erkalten wir überhaupt eine Adzah^von ( t : 

' Cn— l)it . . . (2n^M i' ^j) 

/■^•i; 1'. 2 . . . («-^3) '' "* . 

verschiedenen Fällen, was 4ifA{sAgkidi erjgibtyiwettii wir ei^ägcayjdaBS^ieiei Anw 1er 
Anzahl an0# Combinationen zu (n— 3).der (ii---l);filemenle 2, 3. .n gleldi: Ut. Was die 
auszuschlieilt^lden Fälle betrifft, so < »wollen w«^^ indefl« wir beispielsweise «MS. setzen, uns 
zur 37. Nummer zurückwenden. Es ergeben sich hier ... 

yr « . ' -. - . .i.uÄ ■'••illi.lfc • -' ■.:•". i . 
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immögliehe Fälle ^ welche beoüglidi den das Unmögliche bedingenden Combinationen 88887, 
888r und. 887 entspredien, ferner 3(1+5), welche den sechs letzten Combinationen der er- 
sten Vertical-Columne , und endlich 3^, welche den nenn letzten Combinationen der zweiten 
Vertical - Columne entspifechen , also zusammen 

Für einen beliebigen Werth von n ergibt ^ich, wie man bald erkennt, und ganz auf glei- 
che Weise , wie wir zu dem ersten Ausdruck auf der 33. Seite gekommen sind : 

(it~l)n . . . (2«— 8) (n— 2)(n— 1) . . . (2n— 10) 
1.2... (11—6) "^ 1 . 2 ... (n— 7) "*■ ■ 

+ ^"■^ T-^ + 3»-7. 6 + 3»-^. (2) 

1.3 

Wenn die Curve eine Beehspünctig osculirende parabolische Asymptote hat, so 
hat sie ausserdem entwehr zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten 
mid in dem letztgenannten Falle immer eine dreipunctig osculirende. Hierin liegen die 
einzigen Beschränkungen rücksichtlich der Ordnung des Contactes der verschiedenen gerad- 
linigen Asymptoten. Ausser diesen Beschränkungen ist jede Combination möglich , welche 
sidi nicht an und für sich schon nach der 28. und Sd. Nummer als unmöglich darstellt 
Abstrahiren wir auch hier zuvörderst von den auszuschliessenden Combination^i , so ist die 
Anzahl solcher Fälle , in welchen zwei nicht osculirende Asymptoten voriLommen, gleich der 
Anzahl der Combinationen derselben (n— 1) Elemente als im vorigen Falle, mit Wiederho- 
lungeh, sni (n— 4), also («— 1)«. . . (2?i-~6) . 

1.2... (Ji~4> 
Die Anzahl der Falle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote ist gleich der Anzahl der 
Combinationen der (n— 2) Elemente 3, 4 . . r , mit Wiederholungen y zu (9— 3) , also : 

(it— 2)(n— 1) . . . (2n— 6) 
1.2 ... (»—3) * 
Summireu wir die beiden vorstehenden Ausdrücke , so erkalten wir den Ausdruck (1). Um 
die Anzahl der auszuschliessenden FttUe zu bestimmen , wollen wir zuvörderst ft=8 ndkmen. 
Unmöglicher Fülle mit zwei gewöbnliehen Asymptoten , gibt es alsdann 



1+6/ 
+ 3.1 \ 



^^•'^ + 3.5 + 3^. 



E 7 + 3.1, 
unmöglicher Fälle mit einer dreipuncdg osculirenden Asymptote 

+ 8 (1 + 4) L 1.2 

Snnuniren wir diese beiden Ausdrficke , s» koBunt : 

^ + a . (5 + 3» = 55. 

Die Anzahl der ausznschliessenden Fälle mit einer bloss fünfpte«tig osculirendeit paraboli- 
schen Asymptote ist also der Ansahl der auszuschliessenden Fälle mit einer sechspunctig 
osculirenden parabolischen Asymptote gleich. Und dies» gUt oifenhar fttr jeden Werth von n. 
Es ist als» bewiesen^ dass wir anch im letztgenanaten Falle die Anzirid der verschiedenen 
möglichen Fälle erhalten , wenn wir von dem Aasdracke (1) den Ausdmck (2) abzidin. 

Wem» die Curve eine siehenpunctig osculirende paraboMsche Asymptote hat, so 
hat ne überdiess entweder zwei odei keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten, 

11 



(3) 
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und in letolera Falle nothwendi; zwei drei fumcäg oscvlireiide. Die parabolische Asym- 
ftjoie wird hier durch das Symbol 43 vertreten. Sddiessen wir vorerst noch keine Falle 
aus, so ergibt sich die folgende Anzahl: . 

(n— 1)»^ . . (2n— 6) ^ (n— a)(»-^l) , . , (2n— 7) 
1 . 2 . . . in — i) 1.2 ... in— 4) ' 

Filr it=8 beträgt die Anzahl der ausziiscUiessenden Fälle mit gewöhnlichen Asymptoten 

ohne gewöhnliche Asymptoten 

Für einen beliebigen Werth von n erhält man 

(n-^^n ._. (2«--9) (n-2)(;it~l) . , (2fi— 11) 

1 . 2. . («— 7) 1-2 .. cn— 8) "V ' • 

-4- 8°-« • 7 + 3»-' , (4) 

(«--2)(n-l). .(2n— 10) ^ ^ Qi-SKw— 2) . . (2n~12) ^ 
1.2 . . (»— 7) 1.2 • . (n--8) 

+ S'^ . 6 -H 3»-7. (5) 

Die möglichen Fälle erhalten wir also, wenn wir die Snmme der Ansdrttcke (4) und (5) von 
dem Ausdrucke (3) abziehn. 

Wenn die Gurve eine achtpnnctig oscnlirende parabolische Asymptote hat, so ist 
die Anzahl der verschiedenen möglichen Fälle ' der eben bestinunten gleich. Eine solche 
Asymptote fordert nemlich zwei gewöhnliche, oder drei dreipunctig, oder endlich zwei 
vierpnnctig osculirende geradlinige Asymptoten. Der Ausdruck (3) erhält hiemach, statt 
des zw^ten Gliedes die folgenden beiden Glieder 

(n~2)(n~l) . . (2n-~8) (n~-3)(ii— 2) . . (2n-8) 
1.2 . . in—h) ■*" 1 . 2 . . (n—4) ' 
von wdchen das «rste die Anzahl der Combinationen mit drei dreipunctig und das zweite 
die Anzahl der Combinationen mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten anzeigt. Die 
Summe dieser beiden Glieder ist aber dem eben genannten zweiten Gliede des Ausdruckes 
(3) gleich. Was die auszuschliessenden Fälle betriflt , so ist die Anzahl soldier Fälle , in 
welchen zwei gewöhnliche Asymptoten vorkommen, der vorhin bestimmten Anzahl gleich. 
Nehmen wir n=S, so ist nur ein Fall mit drei dreipunctig osculirenden Asymptoten unmög- 
lich, nemlich der dem Symbole Vin 887333 entsprechende, während 

Fälle mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten unmöglich sind. Bei beliebiger Annahme 
^on n sind überhaupt 

fn— 2)(n— 1) . . (211—11) . 



s.i » 



1.2 . • in—H) .4 fo 

Fälle mit drei dreipunctig und 

1 . Z • • • eil — o) 1 • Z 

Fälle mit zwei vierpnnctig osculirenden Asymptoten amizuschliessen. Wenn wir die votiste. 
henden bdden Ausdrücke summiren, so erhalten wir den Ausdruck (d). 

Ich verfolge diesen Gegenstand von untergeordneter Wichtigkeit hier nicht weiter. Wir 
finden keine Schwierigkeit wenn wir erwägen , dass eine (2^ - l)punctig osculirende parabo- 
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liftche Asymptote 9 notbwtedig eine der (^—1) Combinatienen 3S^ 333, 4444 . . und zuleUt 
(jf— d)mal das Symbel (g — l)>UBd (^— l)inal das Symbol g fordert ^ ni'ährend bei einer 
2s^unctig osculirehdeB parabolischen Asymptote, die letzten beiden Combinationen , durch 
(jT— -l)nial das Syrnb«! (jK*-l) und Cg^ 2)mal das Symbol g vertreten werden. Ich mache 
nur noch darauf aufinerksa», dass man sich hiernach leicht davon ttberseugt, wie die An- 
zahl der verschiedenen möglichen Falle dieselbe bleibt, wenn die Osculation der paraboli* 
sehen Asymptote von einer (2^ — l)punctigen ;ni einer S^onctigen ansteigt. Es ist jedoch 
XU bemerken; dass wir hierbei auf die nach der folgenden Nummer auszuschliessenden Fälle 
noch keine RüdLsicht nehmen. 

94. Keine Combination , wdche nach der 34. Nummer sich als unmöglich darstellt, ent- 
halt (vorausgesetat, dass wir Curven, welche wenigstens von der 5. Ordnung sind, betraditen) 
eine Ziffer die geringer ist als 4 und höchstens diese Ziffer ein einziges Mal. Deshalb sind 
auch dann erst, nach der S<Alus8- Bemerkung der 92. Nummer, neue Fälle als unmögliche 
abzusondern , wenn die Ordnung der Osculation fOr die parabolische Asymptote mindestens 
zu einer neunpunctigen ansteigt Hier ergeben sich aber, indem wir das Symbol D( 
in 54 auflösen, nach der 31., 33«, 35. wid 3i7. Nummer, die folgenden Symbole, welche 
neue unmögliche Fiüe anzeigen. 

IX 522. 
IX 6622 
IX 6522 



Für 11=5 e i n einziger Fall : 
FOr ]i»6 drei Fälle: 



Fflr »^ neun Fälle: 

IX 77722 

IX 77522 

1X66522 
Fttr ii=:8 äeben, und zn'anzig Fälle : 



IX 5522. 

CC_76622 
IX 76522 
IX 65Sd2 



IX 888822 
IX 876622 
IX 776622 
IX 888522 
IX ^6529 
IX 776522 
1X865522 
IX 855522 
IX 755522 



IX 877722 
IX 866622 
IX 766622 
IX 877522 
IX 866522 
IX 766^ 
IX 875522 
L\ 775522 
IX 655522 



IX 66622 
IX 75522 
1X55522. 



IX 886622 
IX 777722 
IX 666622 
IX 886522 
IX 777522 
IX 666522 
IX 865522 
fX 765522 
IX 555522."») 



Weiui wir €urven mit einer zehnpunctig oscnlirenden parabolischen Asymptote 
betrachten, so ergibt sich eine gleiche Anzahl von neuen unmöglichen Fällen, als bei einer 
bloss neunpuBCtig oscnlirenden; und man tiberzeugt sich lekbt, dass man die diesen Fällen 
entsprechenden Symbole sogleich eriiält ^ wenn man bi den vorstehenden Sqhema^, IX mit X, 
und die letzte 5 (wenn überhaupt diese Ziffer voi^ommt) mit 4 vertauscht. 



*) Wir haben für jeden Wertb voo n cüe. iramöglicben Fälle in »wei Gruppen abge»oncrert. In jedem 
Falle der ersten Gruppe gehört nur eine Ziffer des in 54 aufgelösten Syn\bi>ls IX der das unmög- 
liche bedingenden Combination an ; so 2um Beispiel löset »ich IX 6622 in 665.422 auf und 665 
bedingt hier das Unmögliche. In jedem Falle der zweiten Gruppe gehören beide Ziffern 54 der das 
[ Unmögliche bedingenden Combination an^ so zum Beispiel löset sieb IX 652^ in 6554-22 auf, wo- 
bei 6554 das Unmögliche hervorruft. 
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Wir sehen hieraus , dass die Schluss - Bemerkung^ der vorigen Nummer andi ohne die 
beigefüf te Beschränkung gilt , wenn g nicht grosser als 5 ist ; wahrscheinlich gilt sie fiir 
jeden beliebigen Werth von g. 

95. Wenn eine Curve zwei Gruppen parabolischer Asymptoten hat, so befindet sich in 
jeder der beiden Gruppen eine, im Allgemeinen filin^nmctig oscnlirende. Schreiben wir die 
Gleichungen zweier Parabeln auf folgende Weise : 

JIp = o , JIr = o , 

indem wir durch die Marken p und r anzeigen , dass die Durchmesser - Richtung der beiden 
Parabeln den beiden geraden Linien P und R bezüglich parallel ist, so ist folgende Gleichung : 

iIpiIr0i>-4 + iw(p-H»)(r-h/J)0'„-^ 4- Xßn-4 = «t 
die allgemeine Gldchung solcher Curven der n. Ordnung, in welcher ilp und ilr als die bei- 
den fiinfpunctig osculirenden parabolischen Asymptoten in Bvidenz treten. Die Anzahl der 
Oinstanten beträgt, indem wir deren vier auf jede isx beiden Functionen il rechnen : 

und ist die gerade nothwendige, weil die Bedingung zweier Gruppen parabolisdier Asym- 
ptoten die allgemeine Constanten - Anzahl für eine Curve der n. Ordnung offenbar um zwei 
Einheiten reducirt 

96. Die Ordnung der Osculation der beiden parabolischen Asymptoten ilp und ilr kann 
bei neuer Particularisation der Curve hoher ansteigen. Wir wollen uns hier darauf beschrän- 
ken , die Gleichungen der verschiedenen Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung zusammen- 
zustellen, indem wir, wie in der 90. Nummer vor jeder Gleichung die Ordnung der Oscula- 
tion anzeigen, und die Anzahl der noth wendigen Constanten, welche sie enthält, ihr nach- 
setzen. 

Bei Curven der 4. Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten gibt es 4 ein- 
zelne Fälle: 

V V iZpilr + ^(p+ttXr-hi») + Ä = , [12] 

VI VI iZpilr + /UU = 0, [11] 

Vn VI ilpilr -h /uCp-h«) = , [10] 

vin vm iZpflr + iw = 0. [9] 

Die Curve der 5. Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten haben ilberdiess 
immer auch noch eine geradlinige Asymptote. Indem wir die verschiedene Ordnung der An- 
näherung an diese ebenfalls unterscheiden, ergeben sich die nachstehenden einzelnen Fälle: 
V V « ilpilr s+ Mp+«)(r-hi^)u 4- Xw = o, [18] 

. 3 ilpiZrS + iu(p+«Kr+i^)(8y+) -h Xw =: o, [17] 

. 4 ilpiirS + /u(p+a)(r-HJ)s + Aw = o, [16] 

. 5 ilpilrs + iu(p+a)(r-HJ)s + X(s+<r) =: 0, [1*] 

VI V 2 ilpilrs + iu(ilp+3cu)(r+iJ) + X(p+a) = o , [17] 

VI VI 8 ilpilrS + /ufl, Ä 0, [16] 

. 4 iZpiZrS + K8+r)u + X « o, [15] 

5 ilpiZrS + /USU + A s o, [14] 

vn VI 8 ilpiZrS + /i(pH-a)u + 1 = 0, [15] 

. 4 iZpilrS + iw(pH-a)(s+y) + X = o , [14] ' 

• 5 ilpilrS -f iiicp+a)s H- X = o, [13] 

VII vn 8 ilpilrS 4- A<(P+«Xr-H^) + X = o, [14] 

vm vm 4 ilpilrS + ^u = , [13] 

. 5 ilpilrS 4- ^8+*) - O » [1*] 
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IX Vm 4 ilpHr« + Kp-H») = o, [12]. 

X X 5 ilpilrß + it* = o. [11] 

97. Es kann eine Cnrve htthei'er Ordnung auch drei und mehrere Gruppen paraboli- 
scher Asymptoten haben , in deren jeder alsdann eine osculirende sich befindet Nach der 
frühem Bezeichnung^ ist 

ilpJIriZu + iw(p+«)(r+iJXw-H')v -f Aßi = o 
die aUgemeine Gleichung der Curven der 6. Ordnung mit drei Gruppen parabolischer Asjm- 

/6 9 \ 

ptoten , und enthalt die gerade nothwendige Anzahl von f t~^ — 3 ) Constanten. Es tre- 

ten in derselben ilp, ilr und i7u als die drei ^fOnfpunctig osculirenden Parabeln in Evidenz. 
Durch schrittweise Particularisationen dieser CHeichung, die ich jetzt nicht mehr auszu- 
führen brauche, erhalten wir diejenigen einzelnen Fälle, in welchen die Ordnung der Osru- 
lation der drei, im AUgemetnen nur fQn^undJg, osculirenden Parabeln higher ansteigt, und 
die wir in folgendem Schema zusammenfEtssen können« 



V V V 


VI VI VI 


VIII VU VI 


X vui ^in 


VI V V 


Vü VI VI 


IX vn VI 


XI viu vni 


vn V V 


vinvi VI 


X vn VI 


XII vin vni 


vniv V 


K VI VI 


XI vn VI 


IX IX .VUI 


IX vv 


X VI VI 


xn VII VI 


XXX 


X V V 


XI VI VI 


vn vn vn 


XI X X 


XI V V 


XII VI VI 


vuivnivin 


xnxn xn. 


XII V V 


vn vn VI 


K vinvni 





Wenn wir in einem beliebigen der vtyrstehenden Symbole jede der drei durch römische 
Ziffern bezeichneten Zahlen in zwei andere, die, je nachdem jene eine gerade oder ungerade 
ist, einander gleich oder um eine Einheit von einander verschieden sind, auflösen und diese 
durch zn'ei arabische Ziffern bezeichnen , erhalten wir stets eine mit Rficksicbt auf die 28. 
und 34. Nummer mögliche Combination ; stets aber eine unmögliche , wenn wir auf gleiche 
Weise ein unter den vorstehenden nicht befindliches Symbol, wie zum Beispiel VI VI V und 
IX IX IX , welche bezüglich durch 333332 und 555444 zu ersetzen sind , behandeln. 

98. Wenn wir die Schluss - Bemerkung der vorigen Nummer umkehren und in einem 
Schema möglicher Fälle bei geradlinigen Asymptoten eine beliebige Combination nehmen, so 
erhalten wir im Allgemeinen mehrere mögliche Fälle mit parabolischen Asymptoten. Ein 
Beispiel gibt hier die beste Erläuterung. Indem wir in der möglichen Combination 

6655822 
66, 65, 55, 32 bezflglicfa durch XII, XI, X und V ersetzen, ergeben sieh unter den übrigen 
möglichen Fällen auch die folgenden beiden mit drei Gruppen parabolisdien Asj-mptoten : 

xn X V 2, XI XI V 2. 

Auf di^em Wege tritt uns eine Reihe einzelner Sätze über die Ordnung der Osculation pa- 
rabolischer Asymptoten entgegen , ich begnüge mich mit ein paar Einzelnheiten. 

Eine algebraische Curve, welche eine Gruppe parabolischer Asymptoten hat, unter denen sich 
(in dem allgemeinen Falle) eine nur fOnfpunctig osculirende befindet, hat Überdiess nothwen- 
dig noch eine zweite Gruppe solcher parabolischer Asyinptoten, unter denen sich eine nur 
fttnfpunctig osculirende befindet, oder eine reelle nicht osculirende' geradlinige Asymptote. 

Es ist dieser Satz demjenigen analog, dass, wenn nur geradlinige Asymptoten vorhan- 
den sind, eine nicht osculirende immer eine zweite bedingt. Aehnlich ist der folgende Satz 
abgeleitet. 

Eine Curve, welche zwei siebenpunctig osculirende Parabeln hat, hat überdiess wenigstens 
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1) zwei nicl^t osculirende, oder 2) eine dreipnnctig osculireade geradlinige Asymptote, oder 8) 
zwei fünfpundig, oder 4) eine sechspunctig , oder 5) eine 2wdte siebenpunctig osculirende 
puraMische Asymptote, oder endlich 6) eine nicht osculirende geradlinige und eine fünf- 
punctig osculirende parabolische Asymptote. 

Weil für eine Curve der n. Ordnung die CombinatioD 

n n n — 1 
unmöglich ist, kann auch eine Curve dieser Ordnung, neben einer 2iipunctig oscuUrenden 
parabolischen Asymptote keine (2n~l)punctig , (2n— 2)punctig und selbst keine (2it— 3)pun- 
ctig osculirende haben. Weil femer die folgenden beiden Combinationen 

n n—1 n— 1 n— 2 n— 1 »—1 n—t n— 2 

unmügliche sind , kann eine Curve der it.. Ordnung weder neben einer (2ii — Dponctig noch 
einer (2n — 2)punct]g osculirenden parabolisdien Asymptote eine (2»— 8)punctig osculirende 
haben. Beispiele geben die vorhergehenden Nummern in hinUmglkher AnnhJ. 

$. 4. 
Paare reeUer oder tntaginttrer parallelen Avymptotea» 

99. Den Gang der Untersuchung der vorhergehenden Paragraphen können wir in fol. 
genden Haupt - Momenten zusammenfassen. Es lässt sich im Allgemeinen die Oleichnng der 
Curven der n. Ordnung unter der folgenden Form schreiben : 

. pßa-, + fiQ^» = (1) 

wobei die Function p einer geradlinigen Asymptote der Curve entspricht und vidlkommen 
und auf lineare Weise bestimmt ist , sobald wir mter den n möglichen As>inptoten-Riditun- 
gen eine einzelne auswählen. Diese Asymptote kaan reell (§. 1.) und imaginftr (§. 2.) sein. 
In dem ersten Falle steht sie sdbststAndig für sich da^ in dem letiten Falle bedingt sie eine 
zweite imaginäre As}mptote und somit hat sie auf die Form der Function Qo^i Einfluss. 
Dadurch werden wir veranlasst statt p ein Product zweier linearen Functionen in der Glei- • 
chung d^ Curve in Evidenz treten zu lassen: 

Öz^n-* + Mß«-a = O. (2) 

Hierbei ist 6^ inuner redl und bezieht sich entweder auf zwei reelle Asymptoten oder auf 
einen Asymptotenpunct Die vorstehende Gleichnng behalt dieselbe Form , wenn wir zu 8^ 
eine willkührUche Constante hinzufügen ; wir könnep sie alsdann auf folgende Weise schrei- 
ben: ßißn^ + /t A-a = o. (3) 
Die Function i^ entspricht Ellipsen oder Hyperbeln. 

Zwischen den beÜen allgemeinen Fallen ist der Uebergangs - Fall dadurch jiezeichnet, , 
dass die Bestimmung der Function p dadurch illusorisch wird , dass für diejenige Constante, 
von der sie auf lineare Weise abhängt , unendliche Werthe pich ergeben. Dann können die 
Formen (1) und (2) nicht mehr Statt finden. Die Form (3) particularisirt sich in die nach* 
stehende: Uä^^, + ^^, = •, W 

indem die an die Stelle von ßj getretene Function 11 nun Parabeln entspricht ($. 3.). 

Ein letzter , mdir noch untergeordneter Fall, der in Beziehung auf die Bestimmung der 
Function p Statt finden kann nnd mit dem wir uns im gegenwärtigen Paragr^hen zu beschäf-* 
tigen haben , ist derfenige, wo der Werth der eben eipnrähnten Constanten, von welcher diese 
Function abhängt , unbestimmt wird , weil er unter der Form % erscheint Dann läsßt sich 
die Gleichung der Curve auf vnendlichmalige Weise auf die F^urmen (1) nnd (2) bringen, 
wobei, was die letzte Form betrifft, die Function 9. ^in System von zwei parallelen gera* 
den Liniea bezeichnet. Ein solches System wird alsdann audi durch die Function Qj^ welche 
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von Bi nur imi eine Constante vemchieden kt , angezeigt , so dass die Gruppe von unend- 
lich vielen Kegelselinitten , hier dureh unendlich viele Systeme zweier parallelen geraden Li- 
nien , deren Richtung inuner dieselbe bleibt , vertreten wird. Eines dieser^ Systeme besteht 
aus zwei parallelen Asymptoten der Curve. Diese können übrigens reell und imaginär 
sein und bei einer neuen Particularisation auch zusammenfallen. 

Hiernach hatten wir denn alle möglichen Fälle erschöpft , welche eine Curve der n. 
Ordnung in Beziehung auf Doppel- Asymptoten darbieten kann. Die Function Sii in der Glei- 
chung (3) bezog sich nach einander auf Hyperbeln und Ellipsen , ein System von zwei reel- 
len gehiden Linien und einen Punct, auf eine Parabel , auf ein System von zwei reellen 
und von zwei imaginären Parallelen und endlich auf eine Doppellinie; die einzigen 
Fälle, welche b^i Curven zweiter Ordnung Statt finden können. 

IM. fai demjenigen FaUe, der Gegenstand dieses Paragraphen werden soU, können wir, 
nadi dem Vorbemerkten , 

ß, = (p^X) = (p+/X)(p^/X) 
setzen. Indem wir alsdann, was im Allgemeinen erlaubt ist , l?n— a mit 9o— a vertauschen, 
ergibt sidi für die Gleichung der Curve: 

(p2_X)©o^ + ^ß„-a = ö. (1) 

Es ist X dne willkflhrliche Constante. Denn diese Gleichung geht in die folgende Aber 

(p^^X')0n-, + Ai'fliU == o , (3) 

wenn wir X mft X und demnach fiSin-» mit 

vertauschen. Wir können also zwei solche gerade Lmien , welche zu beiden Seiten der ge- 
raden Linie P gleich weit von ihr abstehen , von Vorne herein beliebig annehmen und dann 
diesen entsprechend die Function Siz bestimmen. Insbesondere können wir , unbeschadet der 
Allgemeinheit , jene beiden geraden Linien in der Linie P zusammenfaUen lassen. Dann er^ 
gH>t sich, indem wir X' verschwinden lassen, folgende Gleichung 

p^0„«a ^ ^'ß;i^ = o , (3) 

wekhe die, einer zweimaligen Particularisation der Curve entsprechende, gerade nothwen^ 

dige Anzahl von Constanten hat , nemlich ( T • ~ ^\ 

Wir können aber auch der allgemeinen Gleichung der fraglichen Curven noch eine andere 
Form geben, welche unserer Absicht, die Natur der unendlichen Zweige zu discutiren, näher 
liegt. Das Characteristfsche der Form der Gleichung (1) liegt fiberhaupt darin, dass jede mH 
P paraDele gerade Linie die Curve nur in (n— «) Puncten schneidet, well zwei Durdischnitts- 
puncto unendlich weit liegen. Bestimmen wir aber X', was immer auf einsige Weise mög- 
lich ist, dadurch dass 

/ti'ßo«, S ju'(p-*-a)0n-3 -H aßn-4» 

so kommt (ttr die Gleichung der Curve, wenn wir alle Accente unterdrttcken: 

(p^— X)0n-a -4- /U(p+a)0n-3 "♦• <yßn-4 =* •• ^^^ 

Dann aber schneidet jede der beiden geraden Linien, welche dem Factor (p^— ^) entspre- 
chen, die Curve nur in («— S) Puncten, weil auf jeder 4rei Durchschnittspuncte unendlich 
weit liegen. Diese beiden geraden Linien, welche auf einzige Webe bestimmt sind und also 
in ausgezeichneter Beziehung zur Curve stehen, sind zwei parallele Asymptoten der- 
selben. Die vorstehende Gleichung enthält, wie die Gleichung (3), die gerade nothweridige 
Anzahl von Constanten und kann mit derselben AUgemeinheH als jene den ülilersuclmhgen 
dieses Paragraphen zu Grunde gelegt werden. 

Je nachdem die nun vollkommen bestimmte Constante X positiv oder negativ ist , sind 
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4ie beiden paraUelen Asymptoten reell oder imaginär. Cm diese Fälle zv imterscheidett^ ba^ 
ben wir in den folgenden beiden Gleichungen X bezüglich durch |^ und ( — S^) ersetzt: 

(P+SXp-|)0n-, -f Mp+a)©n-3 H-C7flB^4 = O, (5> 

(p2H-5O0n-a + ^(p+a)0n-3 + CF^-^ = o. (e> 

Der Uebergangs - Fall , in welchem die beiden parallelen Asymptoten zusammenfaU 
1 e n , ist durch das Verschwinden von | angezeigt Diesem entspricht die folgende Gleichung 

p^0D-» + A4(p+«)0n-^ + <yßfi-4 = • » (y) 

welche , wie die vorstehenden , die gerade nothwendige Anzahl von Constanten hat, nemlick 

101. Um die Natur einer Curve mit zwei parallelen As>'mptoten zu veranschaulichen, 
wollen wir eine geometrische Gräuz-Be^achtung zu Hülfe nehmen. Wir wollen nemlich von 
einer beliebigen Curve mit einem Doppelpuncte ausgehen , und uns durch diesen Funct eine 
Reibe von geraden Linien, welche eine g^ebene gerade Linie schneiden, gezogen denken. 
Nehmen wir alsdann, ausserhalb der Ebene der Curve, irgend einen Punct beliebig als Pro- 
jections - Mittelpunct au und als Ebene auf welche projicirt wird, diejenige welche urspräng* 
lieh mit der Ebene der Figur zusammenfallend um die gegebene gerade Linie als um eine 
fe^te Axe continuirlich sich dreht , so behält im perspectivischen Bilde die Curve immer 
ihren Doppelpunct und die durch denselben gehenden geraden Linien schneiden die gegebene 
immer in denselben Puncten. Der Doppelpunct rückt, bei gehöriger Drehung der Ebene des 
Bildes , immer weiter und wenn zuletzt diese Ebene d^jenigen geraden Linie parallel wird, 
welche den Projections-Mittelpunct mit dem ursprünglichen Qoppelpuncte verbindet, so werden 
alle die fraglichen geraden Linien mit der eben genannten , und also auch unter sich , pa- 
rallel : es hat alsdann die neue Curve einen Doppelpunct , welcher nach bestimmter Richtung 
unendlich weit Uegt 

Auf jeder geraden Linie ^ wddie durch dnen Doppdpunct geht, fallen in diesem Puncte 
zwei Durchschniltspuncte mit der Curve zusammen und nur auf zweien derselben, den bd- 
den Tangenten in demselben ^ fidlt mit den beiden noch ein dritter Durchschnittspunct zu- 
sammen. Von solchen drd Durschnittspuncten ist einer als demjenigen Zweige, der berührt 
wird , fremd anzusehen und hat auf die Ordnung der Annäherung kdnen Einfluss. So ist 
auch in dem Falle , dass der Doppelpunct nach gegebener Richtung unendMch wdt gerückt 
ist, eine beliebige gerade Linie ^ welche diese Richtuiq^ hat, kdne Asymptote mehr, obgldch 
auf ihr in unendlicher Entfernung zwei Durchschnittspuncte zusammenfidlen. Auf jeder der 
bdden Asymptoten fallen solcher Durchschnitte drei zusammen, darum aber ist die Annähe^ 
rung derselben an die Curve doch nicht von einer hohem Ordnung, al& in dem aUgemdnen 
Falle einer Asymptote , der keine andere parallel ist, und auf der nur zwd Durchschnitte in 
unendlicher Entfernung zusammenfallen. 

Wir können also sagen , dass eipe Curve mit zwei parallden Asymptoten nach der 
Richtung dieser Asymptoten in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct habe. Wenn die 
bdden parallden As}inptoten imaginär sind , so ist der unendlich weit liegende Doppdpunct 
dn isolirter , conjugirfer Punct der Curve. Wenn insbesondere die beiden parallden Asym- 
ptoten in dieselbe gerade Linie zusammenfallen , so nähern sich dieser geraden Linie im All- 
gemeinen ZB ei Zweige der Curve^ um auf ihr in unendlicher Entfernung eine SpitJse « dnen 
Rückkehrpunct, su bilden. 

los. In partiodären Fällen können die beiden parallelen Asymptoten einzeln, oder auch 
bdde zugleich , mit der Curve einen innigem Contact haben. Wenn auf dner voi| zwd 
pamllelea Asymptoten m Darchschaitte mit der Curve uueudlich MTit liegen, so mü^^en wir 
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den Coiitact, um die Ordnung dessölkcn in Ueberdnttiflnitinf nut dem Frübem zu bezeich- 
nen , einen im — l)puactig6ii nennen. Hiernach kanp, auf jeder der beiden parallelen Asym- 
ptoten, unabhängig von der andern, der Contact voB einem gewöhnlichen bis zu einem 
(»-«-Dpttnctigen ansteigen , wem n die Ordnmig der Cmrire bezeichnet und die bddea paral- 
lelen Asymptoten reell sind und nicht zusammenfallen. 

Für die Cunren der 4. und 5. Ordnung wollen wir die, den verschiedenen mdglichen 
Fallen entsprechenden, Gleichungen zusammenstellen, hierbei aber bloss auf die beiden pa- 
rallelen As>inptoten Rücksicht nehmen. Nach jeder GMdiuog ist die nothwendige Constan- 
ten-Anzahl, vor jeder Gleichung die Ordnung des Contactes fiir die beiden parallelen Asym- 
ptoten angegeben. 

Curven der 4. Ordnung: 
22 (p^-$*^)qr + Mp-*-«)» + X = o, [12] 

32 (p^— §'>qr ^ Kv^§)9 -+• A =« o, [11] 

38 (p*— 1^)02 -t- iM(p-«-a) « o. [Itq 

Curven der 5. Ordnung: 
22 (p*— 5-)0a -H /u(p-*-a)r8 + Aw = o, [ISJ 

92 (p^— 1^)03 -^ fKt-^hn ^ kW ^ ; [17] 

42 (p2-|^)0s -H Ai(p+S)rs ^ X(p-ha) = o, [16] 
33 (p^— §^)Ös + KV-^^Kf^ß^r -+• ACp^-y) = o, [16] 

43 (p^-5003 -*• Mp*$Xp**-«)r •*• i<p-hy) « o, [15] 

44 (p^— l')fl» + MP-+-Ä) = 0. [14] 

1^. Wir wollen sogleich zu dm allgemeiBen FoHn^Bestinunungen ttbergdien. Wenn 
eine Curve der n. Ordnung zwei parallele Asymptoten hat, und diese beide nipunctig oscu- 
lirende sind, so erhalten wir, in der Voraussetzung, dass m eine gerade Zahl ist, die fol- 
gende Gleichung: 

(P^— l^)[0o-j -•- gQn^4 •4- • ' + t0|,-ml -♦• f«(p-*-a)0B-«-x -•• AÄ-m-i =0. (1) 

Wenn m eine ungerade Kahl ist , ergibt sich die folgende Gleachnng : 

(P'— SOL0n-» -*- P0i»-4 -♦••-*• »©n-m-hl] -*- iM(p4-a)(p-^i?)0n-.«-i -♦• A(p4-y)0fl-m-a 

H- aflh— m— 3 = o. (2) 

Wenn auf den beiden Asymptoten die Ordnung der Osculation eine verschiedene ist, auf 
der einen eine mpunctige, auf der andern eine (]ii-«^m'^m)punctige, so mtlssen >i^ir, zum Be- 
huf unserer Form-Bestimmungen, wiederum mterscheiden ob m und m^ gerade oder ungerade 
Zahlen sind. Ist m gerade, so muss in der Gleichung (1) der folgende Ausdruck 

(p-l-a)0n.i,^i -»• Aü— m^a, 

indem er zugleich m Constante verliert, mh so partieularisiren , dass tr sich, wenn wir 
p = ±S setzen, auf den (n—m^— 1). Grad reduoirt Dieser Bedingung entspricht, wenn erstens 
auch m eine gerade Zahl bedeutet und also m und m^ beide gerade sind, die folgende Form : 

+ A:(p-l-a)0ik-^^i •♦• aüa^m,'^ «= #, * (3) 

nnd wenn m eine ungerade Zahl bedeutet und a}so m gerade und m^ ungerade ist, die fol- 
gende Form: * :. •. i v 

(P'— S')[0|.-. -*• ^0n-4 + ••-♦• r©»-»,] -^ Mp±Dl0o-in-i -^ *'0n-»-3 -*•."♦• y0i,-«J 

+ Afi«-H«^.=x 0. W) 

Wenn femer m und m^ ungerade sind , so particularisirt sich die Gleichung (2) , nach- 
dem sie m Constante verloren. hat, in die folgte: 
(p'-?')[0a-, ^ e0«-4 -^ • . -^ r0Ä-«^.|] ^ /u(p±5)[(pH^a>0,i-Ä-i *ira,-«^a-i- • . H-lpe.-«,l 

12 
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und wenn enilich m umgenit ond m^ gerade ist, konunt: 

+ ^(p+y)0n-n^i 4- CfA-«.^ « O. (6) 

la jeder der vorstehenden sechs Glekbungen isl die Ansah! der Constanten die gerade neth- 
wendige ; sie betrügt : 

- (JiH-m^— 2). 

104 Wenn die beiden parallelen Asymptoten imaginär sind, so kann auch auf ihnen 
der Conlact mit der Curve zu einer htthem Ordnung ansteigen , nur daißs alsdann für beide 
die Ordnung des Contaetes gleich bleibt Die Gleichungen (3)— (6) verlieren ihre reelle 
Bedeutung, und nur die Gleichungen (1) und (2) können auf den fraglichen Fall übertra- 
gen werden , indem wir ^ mit §/'— 1 vertauschen. 

105. Wir wollen, für unsere nächsten Absichten , p und irgend eine andere lineare 
Function als diejenigen beiden betrachten, von welchen alle übrigen Functionen abhängen, 
und hiernach voraussetzen , dass in jeder Function Si der Exponent der höchsten Potenz von 
q der Einheit gleich sei. 

Die folgende Gleichung stellt, bei überzähligen Constanten ^ eine Curve mit zwei paral- 
lelen Asymptoten dar: 

(f^^i^)S,^ + flßn^x = o. 
Wenn wir q = od setzen, so kommt, vorausgesetzt, dass alsdann p nicht auch uneniflich wird, 

und diese Voraussetzung ist statthaft fir Pmcte der Curve, denn es gibt ihre Gldchung 
alsdann 

p = ± I /(l-^). 

Zugleich aber sehen wir , dass die Curven sich nur bis zu einer gewissen endlichen Gränze, 
wenn sie überhaupt unendliche Zweige hat, den beiden geraden Linien 

p ± 1 = 

annähert. Diese beiden geraden Linien werden dann erst Asymptoten der Curve , wenn % 
nur in der {n—Z^ Potenz in der Function An— a vorkommt Aus folgender Gleichung: 

(p^-g2ja^, ^ Mp+«)ßi.-3 + A/2. 
ergibt sich für die firmgUchen nnendlichea Zweige : 

P + § ^^g -q , 



und also , weil hiemadT (pTlD mendlicii klein 

P + 5 =+ ^$^9 • 

Die Annäherung ist also der Annähenrng an dne gewöhnliche Asymptote gleich« 

Legen wir, unbekümmert um überzählige Constante, die folgende Gleidiung zu Grunde: 

{p^5^)ft^ + Mp+Öa.-^ -♦- Ai2U«,=* e, (!) 

wobei wir m,>m und m>2 nehmen, so Anden wir bei gleichem Verfahren: 

(p-5)=iU^=,^q-(-^), 

(p+l) - X^^ = Aq-t-^"). 

Es stellt- aber die Gleidiung (1) eine Curve dar, welche zwei solche parallele Asym- 
ptoten hat , von denen die erste dne (zi-i-S)piuictig und die zweite eine (m/--3)punctig 
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OBcidir^de ki. Bri htiitn ist; mit bei. nicht paralldeii Asynpioten, die OrdnuDf der Aimä^ 
heruDf um eine Einheit gerin|(er' als die AnaaU der im OsciiiatkMispuncte Bidi verekigendea 
consecutiven Durchschnitts - Puncte der Curre und ihrer Asymptote. 

Was die Läge der unendlichen Zweige gegea mieei parallde Asymptote heüriffit, so er* 
kennen wir diese ans den Maten beiden Oleichungen wie in der 43. Nummer und überhaupt 
verhau sich hier Alles gerade so , ak wenn zwei gewöhnliche Asymptoten mit ihren unend- 
lichen Zweigen die paaallele Lage angenoannep hat^^, und um alle möglichen Lagen zu 
bestimmen, können wir von zwei parallelen Asymptoten jede, abgesehen von der andern, 
fOr sich allein betrachten. 

IM. Wenn eine Curve der m. Ordnung iwei paiallele Asymptoten und mit einer der«» 
selben einen bloss gewMnÜGben Contact hat , so hat sie einen Contact dwseiben. Ordnung 
mit jeder beliebigen Hyperbel , welehe dieselbe Asynfptote zu ihrer eigenen hat. Eine solche 
Hyperbel schneidet denjenigen Zweig der gegebenen Curve , welcher an der andern paralle- 
len Asymptote sich hinzieht, in noch einem Puncte, der unendlich weit liegt f aber als ein, 
dem Contacte auf der ersten Asymptote fremder Pimct zu betrachten ist. Die fragliche Hy- 
perbel hängt noch von drei Constanten ab, über die wir wülkührlich gebieten und dadurch 
den Contact von einem gewdhnlichen zu dnem fin^uuctig^ ansteigen lassen können. End- 
lich wird noch, bei Curven der n. Ordmmg von besonderer Art, die fünfpunctig osculirende 
Hyperbel durch einie mehrpunctig osculiroide v^treten, und hi^bei kann der Contact, bei 
zunehmender Particularisation, bis zu einem (2a— l)puncügen sich erheben. Wir wollen als 
besonderes Beispiel die Curven der dritten Ordnung nehmen und dasselbe, indem wir für die 
Behandluugsweise selbst den allgemeinsten Gesichtspunct wählen , vollständig discutiren. 

Die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung mit zwei paralMen Asymptoten 
nimmt, wenn wir in ihr nach einander als drei-, vier- und fünfpunctig osculirende 
Hyperbel diejenige , deren Gleichung die folgende ist : 

(p+5)« + ^ = •, (0 

in Evidenz treten lassen , die nachstehenden Formen an r 

(P-S)[(P+S)« + A] + i«(p+'5)(p+«)(p+/i?)- - e,^ . (2) 

(p-S)[(P+g)8 + ^ + Mp+5)^(P+«) = o , (3) 

(P-5)l(F+2)« + ^] + Kj^nr =- o. (4> 

Diese Behauptung ist ohne WeKeres gerechtfertigt, wenn wir einen Blick auf die Form die- 
ser Gleichungen werfen und die in ihnen vorkommenden Constanten zählen. 

Die Form der Gleichung (4) zeigt, dass die fragliche Hyperbel (1) die Cmrve nur auf 
der ersten der beiden Asymptoten 

P + g =e, p — I = 0, (5) 

in unendlieher Bntfernmg schneidet, und also des fremden Punetes wegen, der dem^ an der 
zweiten Asymptote sich hinziehenden Zweige angehört nicht sechs- sondern nur fünf- 
punctig osculirt. In dem Falk der Gleichung (S) ist der Contact ein bloss vierpunctiger und 
der einzige nicht unendlich weit entfernt liegende Durchschnittspunct befindet sich auf der 
geraden Linie : 

P + a 5se o. (6) 

Endlich ist, in dem Falle der GleichiHig (2), der Contact ein bloss dreipunctiger und zwei 
nicht unendlich weit entfernte DnrchschnitlBpmiote liegen auf den beiden geraden Linien : 

p + a = o , . p + (^ = o. , (7) 

Die Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten hangen von 7 Constanten 

ab. Diese Constanten finden sich in der Gleichung (4) wieder. Diese Gleichung gestattet 

also durchaus keine Particularisation ihrer Form mehr , wenn sie die allgemeine bleiben soll. 
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Die GMchuiif C3) iniiss eine, die Gleichttng^ (2) a wei ÜherzfMigt Cointänte eiascfaliessen^ 
wenn die Qleichung (1) jede mögliche, bezüflich vier- und dreipnnctig osculirende, Hyper« 
bei darstellen soll. Diess findet wirklich Statt. 

Um die Herleitiing der vorstehenden Gieiduingen CS), (3) und (4) brauchen wir uns hier« 
nach gar nicht zu kümmern ; sie sind durch sich selbst gerechtfertigt. Uebrigens ergibt sich 
die erste der genannten Gleichungen aus der letzten Gleichung der 58. Nummer, indem wir 
tu dieser p mit (p-*-!) und (s+r) mit (p+D vertauschen. Und dann ergci»en jsich die bei- 
den letzten dieser drei Gleichungen aus der ersten. 

107. In der Gleichung (2) kann die lineare Function s mit jeder andern vertauscht 
werden, ohne dass, hei gehdriger Bestimmung der Constanteo in ihrem zweiten Gliede, diese 
Gleichung irgendwie sich ändert. Jeder andern Function^Bestimmung entspricht eine andere 
dreipunctig osculirende Hyperbel , welche die Curve in zwei andern Puncten schneidet. Um* 
gekehrt kennen wir diese beiden Puncte willkührlieh annehmen und dadurch die lineare 
Function s vollkommen bestiftimen. Setzen wir insbesondere voraus, dass diese beid^ Durch- 
schnittspuncte^ unendlich weit liegen, so reduciren sich die ersten Theile der Gleichungea(7) 
auf blosse Constanteu^ und indem wir alsdann q statt s schreiben, kommt: 

(p-5)t^P+5)l + ^] + /«(p+l) = o. (8) 

In dieser Gleichung tritt die dritte Asymptote der Curve durch die Function q in Evidenz; 
diess ist eine nothwendige Folge unserer Voraussetzung und geht auch aus der vorstehen- 
den Gleichung , die durch das Versehwinden von q auf den ersten Grad sich reducirt , un- 
mittelbar hervor. Diese Gleichung enthalt nur noch sieben Constante, die, wenn die Curve 
'gegeben ist, vqllkommen bestimmt sind. 

Die vorstehende Gleichung (8) k()nnen wir auch unter der nachstehenden Form schreiben : 

(v+mv-4H + 7*1 ^ Kp~I) = o , (9) 

in welcher offenbar die Hyperbel : 

(p-5)q + /u = , ^ (10) 

als diejenige in Evidenz tritt, welche die Curve auf der zweiten dar beides^ parallen Az>m^ 
ptoten (5) dreipunctig osculirt und zu ihrer zweiten Asymptote die dritte Asymptote der 
Curve hat. 

Wir können endlich die Gleichungen (8) und (9) auch falgendergestalt schreiben: 

(p-5)[(p-^5)q + (f^+m + 2^ = o, (11) 

(p-*-l)[(p-S)q + (/<+A)] - m = o, 
wobei die beiden Hyperbeln: 

(P±5)q4- Cu+A) = o, (12) 

als diejenigen hervortreten , welche die Curve auf der dritten Asymptote Q dreipunctig oscu- 
liren und eine der beiden parallelen Asymptoten der Curve zu ihrer zweiten Asymptote haben. 
Zum Behuf geometrischer Construdionen wollen wir die beiden linearen Functionen p 
und q nun dahin näher bestimmen , dass die erste derselbm den kürzesten Abitand des 
Punctes , auf welchen sie bezogen wird , von der Linie P bedeutet , wonach 2| der kürzeste 
Abstand der beiden parallelen Asymptoten von einander darstellt; und dass die zweite jener 
beiden linearen Functionen dasjenige Segment bedeutet, welches, auf einer mit den beiden 
parallelen Asymptoten parallelen geraden Linie, zwischen dem bezüglichen Puncte und der 
dritten Asymptote Q Kegt Dann ist der constante Inhalt deijeargen drei Dreiecke, welche 
von den Asymptoten-Winkeln der drei Hyperbeln (1), (10) und (12) durch ihre Tangenten 
abgeschnitten werdm md die wir Jl J" und J^ nennm wollen , durdi die folgenden drei 
Cottstanten bestimmt: 

± 21 , ± *w , ■ ± 2(Z-hii«). 
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ffierdurck erhaUen snM^Ast die beiden Coustanten X und ft der auf emeiaen Crleickoag 
(8> ihre geometrische Bedeutung. | 

Die Wertbe dieser beiden Conslanten liaben ttbereinsüninende Zeichen , wenn die Cirre 
die dritte Asymptote Q zwischen den beiden paralljplen Asymptoten schneidet ; iällt hinge* 
gen dieser Durchschnitt ausserhalb derselben, so haben X und fi entgegengesetzte Zeichen. 
Diess ergibt sich auf analytischem Wege eben so leicht, als durch die unmittelbare geome- 
trische Anschauung. Denn wenn wir durch p'^ denjenigen Werth bezeichnen , welcher dem 
Durchschnitte der Curre mit der dritten Asymptote Q entspridit, so gibt die QleicJiiing der 
Curve, indem wir q gleich Null setaen: . 

'"=-^' (13) 

woraus wir sehen, dass, abgesehn vom Zeichen, p**<S oder p^>S, je nachdem ft und X im 
Zeichen abereinstimmen oder nicht Wir erhalten kh^'nach den folgenden Satz. . 

Der constante Inhalt derjenigen Dreiecke, die von dem Asymptoten- 
Winkel einer^ die Curve auf ihrer dritten Asymptote dreipunctig oscull- 
rendeu Hyperbel durch eine Tangente abgeschnitten werden, ist entwe- 
der d'er Summe oder der Differenz des constantenlnhaltes der .beiden, von 
den Asymptoten -Winkeln zweier, die Curve auf ihren beiden parallelen 
Asymptoten dreipunctig osculirenden Hyperbeln durch eine Tamgente 
ab-geschnittenen Dreiecke gleich, je nacKdem die Curve von ihrer drit- 
ten Asymptote innerhalb oder ausserhalb der beiden parallelen Tan- 
genten geschnitten wird. 

Zur geometrischen Construction der beiden Constanten 1 und aa ist es hinreichend, wenn, ausser 
den drei Asymptoten der Curve, noch irgend zwei Puncto derselben gegeben sind. Wir wollen 
hier für diese beiden Puncte den eben bestimmten Durchschaittspunct der Curve mit ihrer dritten 
Asymptote Q und ihren Durchschnittspunct mit der Linie P nehmen* Für diesen letztem 
gibt die Gleichung der Curve, indem wir p gleich Null setzen und den resultirenden Werth 
von q durch eine Marke unterscheiden, 

qO| - A* - A. (14) 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir durch Division 



und hiernach 



-fu «'5=iti + A, (15) 

P'^-S ^05 = 2/^ - '^ q^5 = 2X. (16) 



pu ^ =' • ' pu 

Idi füge eine Figur hinzu, um die geometrische Bedeutung der letzten vier Crkichun- Fig. 1. 
gen ansdiauUcher zu machen. UG' mid und H"0" sind die beiden parallelen Asymptoten und 
werden von der dritten AsymptotOi Q in den beiden Puncten G' und 6" geschnitten. Die 
gerade Linie P, welche in der Mitte swiachen den beiden parallden Asymptoten hindurrhgeht, 
schneidet die Curve dritter Ordnung in iem Puncte M. Wenn wir alsdann durch diesen 
Punct eine beliebige (etwa mit der Asymptote ^ parallele) gerade Linie N'N" legen, so ist 
der Inhalt des reaultkenden Vierecks N'N"G"G', das von dieser Lmie und den drei Asympto- 
ten gebüdeC wird, gkich ± 2</e— A), also gleich der Differenz oder der Summe der beiden 
Ihreiecke J" und «^' , je nachdem die Curve von ihrer dritten Asymptpte zwischen G'nnd G" 
geschnitten wird oder, nicbt. In der Figur haben wir den letztem Fall in Anschauung ge- 
bracht , und den fraglichen Durchschnitt S genannt Diejenige gerade Linie , welche die 
Puncte M und S, verbindet , schneide die erste der beiden parallelen Asymptoten (4») in EU 



94 Erster Abschnitt. Unenclliche Zweige. 

und die meüe in K'. KP" uihI K!V sind parallel mit der Asynptote Q gezafen und da- 
durch auf der Linie P die Puncte P" und P^ bestimmt worden. Dann ist G'P" und 6"P' nnd 
Endlich , parallel mit SM , die gerade Linie G"L' gesogen wordea« Nach dieser Conslru- 
ction ist: 

JG'ftO' r=^2k^ J*, 

^G IT'O' - «^ = J'\ 

Diese drei Dreiecke haben überdiess eine solche Lage, dass ihre dritten Seiten ViQ'\ B!'Q' 
und L'6'' Tangenten dreier Hyperbeln sind , von wdcben die beiden ersten (1) und (10) die 
Curve auf einer der beiden parallelen Asyn^toten dreipunctig osculiren und die dritte Asym- 
ptote der Cnnre auch zu der ihrigen haben , und von welchen die dritte die Curve auf Q 
dreipunctig osculirt und zugleich die erste der beiden parallelen Asymptoten (5) auch zu der 
ihrigen hat Da endlich H'G", BT G' und L'G' auf der Unie P bezügUch in P, F' und Po 
halbirt werden, so sind diese drei Puncte diejenigen, in welchen die genannten drei gera- 
den Linien von den drei fraglichen osculirenden Hyperbeln berflhrt werden. 

Aus der obigen Construction folgt, dass AI in der Mitte zwischen P' und P" liegt und 
OPO gleich PM und MP" ist 

An die vorstehenden Ertirterungen' schliesst sich die Construction mdirerer Aufgaben an. 
So, zum Beispiel, können whr eine Curve der dritten Ordnung mit zwei parallelen Asympto* 
(en construiren , wenn diese beiden Asymptoten , auf ihnen das Maass der Annäherung und 
zugleich die dritte Asymptote der Curve gegeben ist (Diese dritte Asymptote braucht, wenn 
nicht die absolute Lage der zu construirenden Curve in Betracht kommt, bloss der Riditung 
»ach gegeben zu sein). Denn alsdann sind durch das Maass der Annäherung auf den bei- 
den parallelen Asymptoten die Puncte V und P" bestimmt, folglich auch die Puncte t! nnd 
K" und der Pnnct S. Ausserdem ist M, als die Mitte zwischen P' und P" bestimmt und so- 
mit die Curve. Unmittelbar erhält man das Maass der Annäherung auf der dritten Asymptote. 

Schliesslich bemerken wir noch , dass nach den Gleichungen (14) und (15) das Maass 
der Annäherung an die beiden parallelen Asymptoten dasselbe ist, einmal wenn q verschwin- 
det und also die Asymptote Q von der Curve in der Mitte zwischen ihren Durchschnitten mit 
den beiden parallelen Asymptoten geschnitten wird, das andere Mal wenn p^ unendlich wird, 
und also die Asymptote Q eine dreipunctig osculirende ist Nur liegen in diesen Fällen die 
osculirenden Hyperbeln auf verschiedenartige Weise gegen die beiden parallelen Asymptoten. 

108. Wenn in der Gleichung (2) der 106. Nummer die Constante ß insbesondere gleich 
I wird, so fällt, indem diese Gleichung in die Gleichung (3) übergeht, ein neuer Durchschnitts- 
punct mit dem Osculationspuncte auf der ersten der beiden parallelen Asymptoten (5) zusam- 
men, wodurch die Osculation zu einer vierpunctigen ansteigt Nehmen wir femer an, dass 
der einzige noch Obrige Durchschiiittspunct nach der Richtung der dritten Asymptote Q un- 
endlich weit liege , so muss sich (p+a) auf eine blosse Constante reduciren. Ihuin ist die 
zweite Asymptote der osculirenden Hyperbel , die linie S , mit Q parallel und indem wir 
demgemäss (q+/) ftr s sehreiben , wird die Gleichung der Curve : 

(P-^I(P+2Xf+y) -f AJ 4- Kf^y = o. 
Die Bedingung , dass Q eine Asymptote der Curve ist , fordert , dass durdi das Verschwin- 
den von f die vorstehende Gleichung auf den ersten Grad sich redudre. SoH diess ge- 
scfackn , so muss y gleich (— /<) sein. Hiemach veriiert die vorstehende Gleichung eine 
Constante und hat in der folgenden Form die gerade nothwendige Anzahl von Constaiiten : 

Cp— S)[(p-h5)(«— /*) + XJ + Mp+5)* = e. 07y 

Die Constante X hat dieselbe Bedeutung behalten , welche sie in der vorigen Nummer halte ; 
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dKe CoBstaate ii ist deijeaif e Wertk von q, wdcher dem MUtelpmicte der, die Cmrve auf der 
ersten ibrer l^eiden paialleien Asymptetea vierpunctig osculirenden Hyperbel entsprickt. 

Wenn wir q^ und p^ wieder in der kbherigen Bedeutung neluBen^ so koount^ indem wir 
in der letzten Gleichung nach einander q und p gleich Null selsen : 

und hieraus 

p« Ä~*4u^^ ""Jqü- 

Diese CHeichung zeigt, dass, . wenn wir den Punct C, welcher dadurch bestimmt Ist, dass Fig. 2. 
CO = OS , mit demjenigen Puncte I , welcher auf der Linie P der Asymptote Q viermal na^ 
her liegt als der Punct M, durch eine gerade Linie verbinden , diese gerade Linie die erste 
der beiden Parallel-Asymptoten in dem Mittelpuncte C der vierpunctig osculirenden Hyperbel 
schneidet Dieselbe gerade Linie schneidet auch die zweite Parallel - Asymptote in/don ge» 
meinschafüichen Mittelpuncte C" derjenigen Hyperbeln , welche die Curve auf dieser zweiten 
Asymptote vierpunctig osculiren. Denn man erhalt offenbar denjenigen Wertk von ^, w/d- 
eher diesem Mittelpuuct entspricht, wenn man in der letzten Gleichung das Zeichen von $ ändert. ' 

W\r sehen hieraus , wie auch in d^ Falle , dass eine Curve dritter Ordnung zwei pa- 
rallele Asymptoten hat, die gemeinschaftlichen Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von 
Hyperbeln , welche die Curve auf den drei Asymptoten vierpunctig osculiren in gerader U- 
nie liegen. Denn C ist nach dem Satze der 46. Nummer dieser Mittelpuntt auf der Asym-« 
ptote Q. Die Construction der Mittelpuncte auf den beiden Paralld - Asyn^totcn nach dem 
genannten Satze wird illusorisch , und wir haben dieselbe direct conatrairen müsnea. 

2ur vollständigen Construction der osculirenden Hyperbel : 

(p+5)(q-A<) + ^ = o, 
können wir statt X auch denjenigen Punct bestimmen , in welchem die Hyperbel die Linie P 
oder die zweite Parallel-Asymptote schneidet In beiden Fallen wird diese Bestimmung leicht 
109. Indem wir uns zu der Gleichung (4) der lOÖ. Nummer: 

(p-l)I(p+5)s + A] -h iti(p+]p3 = , 
wenden , in welcher eine , die Curve ^uf der ersten Parallel - Asymptote ffinfjpunctig osculi- 
rende Hyperbel sich darstellt, wollen wir, um auch die dritte Asymptote der Curve in Evi- 
denz treten zu lassen, 

8 ~ q + ^p + / 
setzen , dann ergeben sich , damit die Gleichag der Curve durdi das Verschwinden von q 
auf den ersten Grad sich reducire, zur Bestimmung der beiden Constanten d und f die fol- 
genden beiden Gleichungen: 

J -f ^ = 0, 
y + 3/iS = ; 
somit kommt: 

SS« -/i(p+35), , (18) 

und die Gleichung der Curve wird : 

(p-l)[(p+5)(q-i"(p+8Ö) + AJ + /u(p+D3 = 0. 
Aus dar identisehen Gleichung (18) fitllt in die Augen , dass zugleich 

s = 0, ' q =»-0, p = — 31, 

wonach die Linie S , die zweite Asyn^tote dw fttnfpunctig osculirenden Hyperbel, die Asym- 
ptote Q, in einem Puncte A' schneidet, welcher, auf entgegengesetzter Seite von der ersten 
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Farallel - Asymptote , so weit als die zweite ParalleKAsymptof e abstebt. Da überdless, nach 
der vorigen Nmnmer, . der Mittelpunct C der fraglichen Hyperbel bekannt ist, so ist die Linie 
S diejenige, welche die beiden Puncte A' und C verbindet. Nidi riner analogen Constru- 
rtion erhalten wir die gerade Linie A'C" alß die zweite Asymptote derjenigen H^^perbel^ 
welche die Curve auf der zweiten der beiden Parallel - Asymptoten (5) fünfpuncdg osculirt 
Um die fünfpunctig osculirende H)^erbel 

(p+4)(q-it«(p+3'9) + ^ = , 
wenn die Curve gegeben ist, zu construiren, ist es am einfachsten, statt A, denjenigen Tunct 
D' zu bestimmen , in welchem diese Hyperbel die Linie P schneidet. Wenn wir , zur Unter- 
scheidung , diejenigen Werthe von q , i^elche diesem Durchschnitte und dem Mittelpuncte der 
Hyperbel entsprechen q und q" nennen , und q^ in der bisherigen Bedeutung beibehalten , so 
geben die Gleichungen der Curve und der Hyperbel , indem wir p gleich Null setzen : 

g(qO-3iu5) = Mt^ — X, 
§(q -3A«g) = - A , 
wwaus sieh, durch Abziehn , «ogleich ergibt: 

qo — q' = ^c ^ Tq"^ . 

so dass man den gesuchten Punct D erhält , indem man DM = yGC macht — 

110. Es kann eine Curve auch mehrere Paare paralleler As}inptoten haben, dann re- 
ducirt sich in ihrer allgemeinen Gleichung die Anzahl der Constanten für jedes Paar um 
flwei {ünheiten. Wir wollen als Beispiel die Curven der 5. Ordnung mit zwei Paaren pa- 
ralleler Asymptoten nehmen, und die versdiiedenen Fälle in Beziehung auf die Ordnung des 
Contactes auf diesen Asymptoten zusammenstellen. Wir willen hierbei der firttbem Bezeichnung 
uns bedienen , und vor jeder Gleichung die Art des Contactes , nach jeder Gleichimg die 
Anzahl ilorer Constaatra bemerken. 

22.22.2 (p2-.52)(q2_^2)r + A(p+a)(q+iJ)s + ^v « o, [16] 

32, . . (p^— S^)(q2— C2)r 4- ^(p+|)(q+/?)s + /iv = o, [15] 

42, . . (p2_52)(qt_C2)r ^ A(p+5)(q+i?)s + /"(p+y) ^ o , [14] 
«8, . . (p2_g2^(q2_52)r + X(p-fa)(p+<)>(q+/J) + At(p+y) « o, [14] 

43, . . (p2_§2)(q2_^2)r + X(pH-D(p+a)(q+i9) + Mp+y) = o, [ISJ 

44, . . (p2_52)(q2_f2)r ^ Xi^^^^^i^^ß} + Ki+T^ = o, [12] 
32,»,2 (p^-52Xq'~?')r + A(p-4^)(q+Ds 4- ^v =- o, (14] 

42, . . (p^-r)(q^-?^)r -f X(p-h5)(q+08 + /*(p+y = o, [13] 

33, . . (p2-g23(q2_;2)r ^ ^(p+5)(p+a)(q+?) + ^v = o , [1^ 
A • • . (p'-l^)(q^-C^)r + A(p+5)rpH-a)(q+C) + MP+y) = 0, [12] 
44, . • (p^-.5^q^-C^)r + ^(p^-I^Cq+O + ^(p+y) « o, [U] 
4M2,2 (p^^|^)(q^--C*)r + A(p+g)(qH-C)8 + i^ « o, [1^ 
33, . . (p--|OCq'-?Or H- ^(p+a)(p-h*)(q+D H- a* « o, [12] 

. 43, . . (p2_§2)(q2_52)r + A(pH.D(p-f-a)(q+0 + /t = o, [11] 

44, . . (p2-.|2)(q2_52jr ^ A(p^-l5^)(q-hC) + it* = o, [10] 

33.33.3 (p2_g2)(q2_52)r ^ X(p+a)(q+i?) + iU = o , [12] 

43, . . (p^-r kqV C^)r + ACp-M)(q+/J) + M = o, U^l 

44, . 4 (p^-^5^)Cq'-C')r + //(p+y) = o , [10] 
43,43,3 fp2-5^)(q«-C^)r + Up+lXf+Ö + A* == o, [10] 
44,44,5 (p*-|^)(q^^;^)r + /i = 0. l^] 

Wir haben in dem vorstehenden Schema auf die verschiedene Ordnung der Osculation 
det ftlnfteii , jedesmal reellen, Asymptote keine besondere ftüc|esicbt genommen und jedesmal 
nur 4en allgemeinsten Fdl hervorgehoben, wo diese Ordnung die möglichst niedere ist. 
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Dninö^lich sind die' den nachstehenden Combinationen entsprechenden Fslle : 

38,23^ 43,82^ 44,42^ 48,43,8 
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Es wttrde mis hier za weit führen , wenn wir fttr den miter|feordneten Fall paraUeler 
Asymptoten diejenigen Sätae entwickeln wollten y nach welchen überhaupt die unmöglichen 
Falle auszuschUessen sind. Zu diesem Ende müssten wir die Betrachtungen der 28. und 34* 
Nummer unter den gehörigen fllodüicationen wieder aufnehmen. Es mag uns gentigen, im 
Stande zu sein , nach unserer allgemeinen Methode zu erkennen , ofe ein vorgelegter Fall 
möglich oder unmöglich ist, und zwar lediglich daraus, ob es möglich ist, die demselben 
entsprechende Gleichung unmittelbar hinzuschreiben oder nicht« 

§. 6. 

Doppel • Asymiitoteii« Berttliraiiff aiv^ier reellen oder imaginltreii mtendlielieB 
SBMrelir®* Spltsen erster vnd sMreiter Art In nnendlielier Kntfemiui^« 



111. Wir haben schon in dem vorigen Paragraphen dem mehr particularisirten Falle, dass 
die beiden parallelen Asymptoten einer Curve in eine Doppel «Asymptote zusammenfallen, 
seine Stelle angewiesen (99). In diesem neu^ Paragraphen wollen wir diesen Fall mit 
Ausführlichkeit discutiren. 

Wir bemerken zuvörderst, dass fUr alle Zvreige einer Curve, welche einer Doppel- 
Asymptote sich annähern, die Ordnung der Annäherung dieselbe ist Denn in den Glei- 
chungen der 103. Nummer hört der Unterschied des Zeichens von $, mit dem Verschwinden 
dieser Constanten, ganz auf. 

Setzra wir in den Gleichungen (1) und (2) der eben angeführten Nummer , welche auf 
den Fall zweier Parallel -Asymptoten, auf deren jeder der Contact ein mpunctiger ist, und 
m einmal eine gerade und das andere Mal eine ungerade Zahl bedeutet , Bezug haben , 'g 
gleich Null, so kommt: 

p2[0n-a + (>0n-4 + • • + T0n-ml + /<(p-|-a)0|,-«-i + AJßn-»-a = , ' (1) 

P^[0n-a H- 9 0a^4 + • • + T 0|,-«+|] +Kf^^)(t+ß) 0a-m-i + X(p+y)0ß-.tt-aH-0iii-.ai-3=O. (2) 

In diesen Gleichungen hat sich die Anzalil der Constanten um e i n e Einheit , nemlich auf 

I^>_(2m-l), ' (3) 

redudrt Wir können beide in der folgenden mit überzähligen Constaoten zusammenf^sen : 

p2ß„_, -f 2/HfQn^m^i + Aß'n— m— 1 = O. (4) 

Dividiren wir diese Gleichung durch i2n-.s, so kommt, wenn wir die Function - Bestimmung 
der 106. Nummer beibehalten und dann niedere Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen : 

13 
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p2 + 2i^pq'-('"-') + Aq-'C"-') « o. (5) 

Die beiden Werthe von p , die , bei wachsendem Werthe von q , diese Gleichung befriedigen^ 
sind beide unendlich klein , sie .ergeben sich sogleich , wenn wir das zweite GUed der vor- 
stehenden Gleichung vernachlässigen ; dann kommt: 

p := ± /(_Aq-r-^)). (6) 

Es hat also die Curve unendliche Zweige, welche der Doppel - Asymptote sich immer mehr 
annähern. 

Der allgemeine Fall einer Doppel - Asymptote ist derjenige , wo m=2. Dann kommt : 

p =^ ± v^(±A).(Tq)-^- 
Dieser Ausdruck zeigt, dass die Ordnung der Annäherung hier nur | und also der Ordnung 
der Annäherung an eine gewöhnliche parabolische Asymptote gleich ist (87). Das Zeichen 
der Constanten ^ bestimmt ob, für positive oder negative Werthe des immerfort wachsenden 
q , die entsprechenden Werthe von p reell oder imaginär sind. Die Werthe von p sind im- 
Fig. 3. mer gleich und von entgegengesetztem Zeichen. Also nähern sich der Doppel - As^^mptote 
zwei unendliche Zweige gleich stark auf den beiden Seiten derselben; sie ziehen sich nach 
derftell^en Richtung an dieser Asymptote hin, um in unendlicher Entfernung eine 
Spitze er&ter Art zu bilden, während, nach entgegengesetzter Richtung , kein un^d- 
licher Zweig der Curve an der Doppel -Asymptote sich hinzieht. 

112. Setzen wir m=3, so kommt: 

p^±/— Aq-i, 
oder pq ± v^— A = o , 

> ig 4. woraus wir sehen , dass alsdann der Doppel - Asymptote P sich vier hyperbolische Zweige 
(Hl und U^, H2 und U') nähern, die auf den beiden Seiten derselben nach ihrer doppelten 
Erstreckung sich hinziehn und dass die Ordnung der Annäherung gleich Eins ist , wie bei 
einer gewöhnlichen HyperbeL Es können hierbei übrigens die hyperbolischen Zweige sowohl 
alle vier imaginär, als auch alle vier reell sein. 

Es zeigt uns aber der Ausdruck (3) dass, wenn m um Eins steigt, die nothwendige 
Constanten-Anzahl der allgemeinen Gleichung um zwei Einheiten sich redudrt Diess weiset 
uns darauf hin , dass zwischen dem allgemeinen Falle, m'o iit=2, und dem eben betrachteten 
Falle, wo m=3, noch ein Uebergangsfall in der Mitte liegt. 

Wenn die Gleichung: 

(p2— g2)0n-2 + ^(p+a)0.>_3 + Aß„-4 = o , 

in der zwei gewöhnliche Parallel - Asymptoten in Evidenz treten , in die folgende übergeht : 

SO steigt auf einer dieser beiden Asymptoten der Contact zu einem dreipunctigen an. Wenn 
wir §=0 setzen, so rückt in^mer noch durch das Verschwinden von a ein neuer Durchschnitts- 
punct auf den beidea zusammenfallenden Asymptoten unendlich weit. Dieser Punct gehört 
aber keiner der beiden Asymptoten ausschliesslich an, es steigt aufjedervon beiden 
die Ordnung des Contactes um eine halbe Einheit an, nemlich von § zu 1. 
Die Ordnung der Annäherung ist also hier schon dieselbe als in dem zuletzt betrachteten^ - 
Falle. 

Dem neuen Falle entspricht , dass die Gleichung (5) nachstehende Form annimmt : 

p2 -h 2^pq-^ + Aq^^ = o. 
Lösen wir diese Gleichung in Beziehung auf p auf , so kommt : 

p^ i—fi ± xrifi^-^))r' y 
oder pq + (/« T v^(^^— ^)) = o. (7) 

Hieraus sehen wir, dass die Annäherung der Curve an ihre Doppel. Asymptote von der 
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ersten Ordnung ist, imd dass sich vier byperbolisebe Zweige dieser Asymptote näbem. 
Diese vier Zweige sind reell oder imaginär , je naclidem 

^2 — X > oder ju* — A < o." 
Wenn ^ in dem ersten Falle X negativ ist , so erhält das constante Glied in der Gleichung (7) 
2wei Werthe von verschiedenem Zeichen und es liegen die vier reellen Zweige, wie in dem 
2U Anfange dieser Nummer betrachteten Falle, der sich bloss dadurch auszeichnet, dass das 
Maas der Annäherung fUr beide Zweigen - Paare gleich ist Wenn k hingegen positiv ist, 
so liegen die vier unendlichen Zweige paarweise wie die Zweige derselben Hyperbel. Der 
Fall , dass iu^ _ A = o , 

Ittldet den Uebergang xwischen den beiden Fällen vier reeller und vier imaginärer Asym- 
ptoten. Im Allgemdnen sind, bei diesem Uebergangs-Falle, zwei Zweige schon verschwun- 
den und die beiden noch übrigen bilden dann in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter 
Art Die Discussion dieses Falles und seiner Particularisatibnen wird später ihre Stelle jfinden. ^ 

113. Die folgende Gleichung mit überzähligen Constanten: 

ist, indem wir voraussetzen, dass ]}t>2 und m^^m, die allgemeine Gleichung für Curveii 

der n. Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten , von welchen die eine die Curve mpunctig 
und die andere m^punctig osculirt Sef^zen wir S gleich Null , so kommt : 

p2fln-a -h 2^pfl„-n,-.i + Afln-m^-i =0. (1) 

Diese Gleichung stellt also Curven der n. Ordnung dar, welche eine solche Doppel -Asym- 
ptote haben, welche als daraus hervorgegaqgeu sich darstellt, dass zwei parallele As>in- 
ptoten , von denen die eine eine mpunctig und die andere eine m punctig osculirende war, 
zusammengefallen sind. Auf jeder von solchen zwei Asymptoten liegt ein Punct, welcher dem 
an der andern sich hinziehenden Zweige angehört, unendlich weit, auf beide zusamm^i 
kommen also nicht (m+m, + 2)f sondern nur {m-i-nif) unendlich weit entfernte Durchschnitts- 
puncte. Eine mit der Doppel - Asymptote zusammenfallende gerade Idnie schneidet die Curve 
in (m^+1) unendlich weit entfernten Puncten; eine zweite solche gerade Linie schneidet die Curve 
zwar auch in einer gleichen Anzahl solcher Puncte, unter diesen sind aber nothwendig (m^ — m) 
der obigen (m^4-l) Durchschnittspuncte enthalten, und die Zahl der neuen Durchschnitts- 
puncte beträgt nur (m + 1). Wir erhalten also wiederum, wenn wir auch hier noch zwei ab- 
ziehen, (m+M ) als die Anzahl der auf der Doppel -Asymptote unendlich weit liegenden Puncte. 
Wir können, um die Gleichung (1) zu befriedigen, niedere Potenzen von q gegen höhere, 
indem wir q unendlich gross nehmen , dann jedesmal vernachlässigen , wenn durch diese 
Vernachlässigung p nicht auch unendlich gross wird. Wird p unendlich klein, so hat die 
Curve unendliche Zweige, welche an der geraden Linie P, als einer Asymptote sich hinzie- 
hen. In der vorstehenden Voraussetzung über m und m^ findet diess jedesmal Statt. Um 
die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Doppel- Asyinptote P zu bestimmen, kommt: 

p2 + 2A<pq""("""') + Aq-'C"^') = o, ' (2) 

und wenn wir diese Gleichung in Beziehung auf p auflösen , ergibt sich : 

p = _ ^q-(«-i) ± v^[/i V'C"""') —' ^q-C"»'-*)]. (3) 

114. Wenn erstens m=m^^ so entspricht die Doppel- Asymptote zweien gleichvielpun- 
ctig osculirenden Parallel - Asymptoten und dann kommt: 
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P = ± i-Xiif^r. . (4) 

Je nachdem also m eine gerade oder ungerade Zahl ist , wird die Ordnung der Annäherung 
der Curve an ihre Doppel - Asymptote durch einen Bruch oder durch eine ganze Zahl dar- 
geisteUt, wenli wir die Ordnung der Annäherung einer Curve an eine gewohnliebe Asymptote 
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durch die Eiobeit ausdrücken. In dem Falle , dass m eine gerade ZaM bedeutet , hat die 
Curve eine Spitze erster Art in unendlicher Entfernung ; die Ordnung der Annäherung kann 
%'on I zu I, I und so fort bis (je nachdem die Ordnung der Curve eine gerade oder unge- 
rade ist) ^^^^ oder ^ ansteigen. Hierhin gehört insbesondere der am Ende der 111. Num- 

mer betrachtete Fall , in welchem , weil die Ordnung der Annfthermg nur | ist , jeder un- 
endliche Zweig einer gewöhnlichen Hyperbel , welcher an der Doppel - Asymptote sich hin- 
zieht, zwischen dieser und der Curve liegt. Umgekehrt verhält sichs, wenn die Ordnung 
des C<mtactes eine höhere ist, dann liegt ein unendlicher Zweig der Curve immer zwischen 
der Doppel - Asymptote und einem an ihr sich hinziehenden Hyperbel - Zweige. Wir können 
den Lauf der in Rede stehenden unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch fol- 
gende Gleichung darstellen: 

Wenn m eine ungerade Zahl bedeutet, so kann man die Gleichung (2) mit Hinweglas- 
sung des zweiten zu vernachlässigenden Gliedes, auf folgende Weise in zwei rationale Fac- 
toren auflösen: , 

[pq"? - (^^)'][pq^' + (-X)*J = o. 
Diese Gleichung stellt ein System von zwei hyperbolischen Curven dar, die den Lauf von 
vier unendlichen Zweigen der Curve aimäherungsweise darstellen, und mit diesen zugleich, 
je nachdem X negativ oder positiv ist, entweder reell oder imaginär sind. Die beiden hyper- 
bolischen Curven liegen , in Beziehung auf die beiden Seiten der Doppel-Asymptoten , entge- 

Fig. 4. gengesetzt. Je nachdem aber — ^— eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet, ordnen sich 

die vier unendlichen Zweige der Curve paarweise entweder so zusammen , dass diejenigen 
beiden, welche auf denselben Seiten der Doppel - Asymptote liegen (H^ und H] , H^ und H2) 
durch das Unendliche hindurch sich fortsetzen und gleichsam nur einen einzigen Zweig bil- 
. den , oder so , dass die sich entsprechenden Zweige auf entgegengesetzter Seite der Dop- 
pel-Asymptote liegen (H^ und H2 , H^ und H«). Letzteres findet Statt in dem zu Anfange der 
112. Nummer betrachteten Falle, in welchem die Ordnung der Annäherung der Einheit gleich 
ist In untergeordneten Fällen kann diese Ordnung, durch all^ ganzen Zahlen hindurch, bis 

(je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet) ^ oder anwachsen. 

115. Wenn zweitens m^<2m— 1, so ist das letzte Glied in der Gleichung (2) immer 
noch das Ueberwiegeude, es bleibt also in Beziehung auf die Lage der unendlichen Zweige der 
Curve gegen ihre Doppel -Asymptote und die Ordnung der Annäherung, Alles wie in dem 
ersten Falle, in der Art, dass, wenn m^ gerade ist, eine Spitze erster Art Vorhanden ist, 
die Curve aber vier unendliche Zweige hat, wenn m^ ungerade ist. 
Fig. 4— 7. 116.' Wenn drittens m> 2m— l = 2m— l+if, so können wir die Gleichung (2) auf 
folgende Weise schreiben: 

p(p+2iuqK--0) + Aq-^C'^-O-s ^ ^ ^ 

und dann in die folgenden beiden auflösen: 

p = - 2^q-('"-^) , 

Wir können diese beiden Gleichungen als die Entwicklung der beiden durch die Gleichung 
(3) gegebenen Werthe von p ansehen , oder wir können auch unmittelbar , um die vorste- 



\ 



§• 5. Doppel - Asymptoten. 101 

hende Gleichung zu befriedigen , einmal das Glied Aq-^"-0~*( gegen p und das andere Mal 
p gegen 2/(iq-c»-o vernachlässigen. In diesem Falle hat dieCurve vier unendliche Zweige, 
welchie paan^ieise zusammengehören, und von der geradlinigen Doppel - As}inptote P bezüg- 
lieh mpunctig und (]ii+jf)punctig osculirt werden. Wenn m und (nt-f^) beide gerade Zahlen 
bedeuten, so haben, je nachdem X eine positive oder negative Grösse ist, die unend- 
lichen Zweige H^ und II2 , H^ und Hi die Lage , wie in der 5. oder der 4. Figur. Wenn 
m und (m-+^) beide ungerade Zahlen sthd, so erhalten wir, je nachdem k eine positive oder 
V negative Grösse ist ; den Fall der 6. oder der 4. Figur, ia denen die Zweige H^ und 
H] , H^ und II2 zusammengehören« Wenn endlich von den beiden Zahlen eine gerade und 
die andere ungerade ist, so erhalten wir die, durch die 7. Figur dargestellte Lag^ der vier 
Zweige, von welchen der eine H^ entweder mit Hi oder H2 zusammengehört. 

117. Wenn viertens m=2m — 1, so kommt: Fig. 4— 8 

p = (-/i ± /(At^-X))q-r-0. 
Die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Doppel - As}inptote wird also durdi eine 

2ii— 4 
g^nze Zahl ausgedrückt , und diese kann von Eins bis zu — - — oder wenn dieser Ausdruck 

keine ganze Zahl ist, bis zu der unmittelbar kleinem ganzen Zahl ansteigen« Curven der 
fraglichen Art müssen also den dritten Grad nothwendig übersteigen. 

Die letzte Gleichung stellt mit Berücksichtigung des doppelten Zeichens zwei hyperbo- 
lische Curven von derselben Ordnung dar, die reell oder imaginär sein und auch zu- 
sammenfallen können. Wenn 

so sind sie reell und zugleich mit ihnen vier unendliche Zweige der Curve, welche an ihnen, 
als an Asymptoten sich hinziehen. Je nachdem X positiv oder negativ ist, liegen die zwei 
hyperbolischen Curven auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise ia Beziehung auf die bei- 
den Seiten der Doppel - As>inptote. Je nachdem ferner m eine gerade oder eine unge- 
rade Zahl ist , liegen die beiden Zweige jeder der beiden hyperbolischen Curven auf der- 
selben oder auf entgegengesetzter Seite der Doppel -Asymptote. Hierdurch sind die folgen- 
den vier verschiedenen Lagen der vier unendlichen Zweige der Curve gegen ihre Doppel- 
Asymptote bestimmt. 1) Wenn X positiv m gerade ist, erhalten wir den Fall der 4. Figur, 
und es gehören die Zweige H^ und H2, H^ und Hi zusammen; 2>'ivenn X positiv' und m 
ungerade ist , ist. die Lage der unendlichen Zweige die vorige , nur gehören H^ und Hi , H^ 
und H2 zusammen; 3) wenn X negativ und m gerade ist, ergibt sich die Lage der 5. Figur, 
in welcher H^ und II2 , H^ und H] zusammengehören , 4) wenn endlich X negativ und m un- 
gerade ist, liegen alle vier Zweige, H^ und Hi, H^ und II2 auf derselben Seite der Doppel- 
Asymptote. (Vlg. 6.) 

Wenn /u^ — X < o, 

so sind die beiden hyperbolischen Curven, und zugleich mit diesen, die vier unendlichen Zweige 
der Curve imaginär. 

Wenn endlich ^^ — 1 = o, 

so fallen die beiden hyperbolisdien As}inptoten zusammen, indem die Gleichung (2) in die 
folgende übergeht: « 

(pq«-t 4- i")^ = o. 
Um in diesem Falle die Lage d^ unendlichen Zweige der Curve zu bestimmen , müssen wir 
in der Gleichung der Curve mit den Gliedern der höchsten Ordnung 

auch noch die Glieder der unmittelbar niedem Ordnung zusammennehmen.. Wenn wir erwägen, 
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dass, für immer wachsende Wertbe von q, das Prodnct pq«*^ dner Constanten gleicb 
wird, so erhalten wir hiemach folgende Gleichung: 

(pqm-.i4.^)2qa-2m+i 4. 2x(pqn>-»H-y)qn-^ = , (5) 

oder, indem wir 

^setzen , und durch q°*^ dividiren : 

Y\ + 2x(yH-o) = 0. 
In dem zweiten Gliede dieser Gleichung verschwindet Y gegen a und somit kommt: 

pqm-i + ^ = y « ± /'(±2a)c) . (q:q)-J. 

Der vorstehende Werth fttr Y zeigt , dass die rollen Puncto der Curve nur na<A einer ein«- 
zigen der beiden Erstreckungen der Doppel • Asymptote P liegen, und dass das Zeichen von 
ox bestimmt , nach welcher von beiden. 

Wir können , zum Behuf der geometrischen Deutung, p und q als Parallel - Coordinaten 
construiren und iiberdiess, da q jede beliebige lineare Function sein kann, ohne der Allge- 
meinheit Abbruch zu thun , annehmen , dass die beiden Coordinaten - Axen P und Q auf ein- 
ander senkrecht stehen. Fällen wir hiemach von einem Puncto (p, ql der Curve ein Per- 
pendikel auf P , so schneidet dasselbe die h}'perboIiBche Curve Y in ^nem solchen Puncto, 
dem derselbe Werth von q und irgend ein Werth p, entspricht, der dadurch auf lineare Weise 
bestimmt ist, dass 

p^q*""' + iM = o. 
Ziehen wir diese Gleichung von der vorhergehenden ab , so kommt : 

(p-pi)q«-i = ± /(dt2a)c) . (+q)-*, 
mithin (p— Pi) = ± v^(±2«x) . (q:q)-(™-l). 

Wir sehen hieraus , dass zwei unendliche Zweige der Curve nach derselben Richtung an die 
hyperbolische Doppel- Asymptote sich so an beiden Seiten derselben hinziehen, dass die Ord- 
nung der Annäherung, die (p— pO zum Ausdruck hat , um eine halbe Einheit hoher ist, als 
die Ordnung der Annäherung derselben Curven - Zweige oder auch der hyperbolischen Dop- 
pel- Asymptote an ihre gemeinschaftliche geradlinige Doppel - Asymptote P. Die Annäherung 
der beiden Curven-Zweige unter sich, welche 2(p— p'O zum Ausdrucke hat, ist ebenfalls von 
der (m— S). Ordnung. Es sind von den vier Zweigen der Curve in den Fällen der 5. und 
6. Figur zwei , nach derselben Richtung sich erstreckende, verschwunden und die beiden übri- 
gen bilden in unendlicher Entfernung eine Spitze der zweiten Art. (Fig. 8.) Es findet 
diess Statt, gleichviel ob m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet 

Die unendlichen Zweige der Curve ändern ihre Form, wenn a verschwindet, oder, was 
dasselbe ist, Y und ^ gleich werden. Dann müssen wir, um den Lauf derselben annäherungs- 
weise darzustellen, zu den beiden Gliedern der Gleichung (5) noch ein drittes von nachste- 
hender Form : 

welches von der unmittelbar niedem Ordnung ist , hinzunehmen. Hiernach verwandelt sich 
die genannte Gleichung, wenn mr zugleich durch qn-^-^ dividiren, und y gegen i vernach- 
lässigen , in die folgende : 

y^q2 + 2)cyq + <T = o. f6) 

Lösen wir diese Gleichung in Beziehung auf q auf, so ergibt sich 

y= {- X ± v'^(x^-<J)}q-S 
und also , mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung : 

(p— Pi) = {— K ± /(x^-Jjq-»". 
Die Curve hat in diesem Falle im Allgemeinen vier unendliche Zweige , wekhe paam eise 
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eusamiiieng^böreiid y an der hyperbolischen DoppeUAsymptote sich bittxiehen ^ nnd unter ein- 
ander und mit dieser Asymptote einen Contact haben, dessen Ordnung^ um eine EitAeit höber 
ist, als die Ordnung der Annäherung^ an die g^eradlinige Doppel -Asymptote P. Der fragli- 
ehe Contact ist ein (m+l)punctiger. Es sind die beiden Paare unendlicher Zweige reell, 
wenn ^ x^ — ä > o 

und dann bestimmt das Zeichen von i ob sie auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise 
gegen ihre hyperbolische Doppel - Asymptote liegen« Sie sind imaginär, wenn 

x^ — S < o. 
Wenn in^esoniere x^ — ^ = o , 

so nimmt die Gleichung (S) die nachstehende Form an : 

(yq+K)2 ^ o; 
und dann müssen wir wieder zur allgemeinen Gleichung zurückgehen, um den Lauf der un- 
endlichen Zweige zu bestimmen, und aus jener Gleichung noch die Glieder von folgender 
Form hinzunehmoi: 

und dann kommt, indem wir durch q^-^"^-^ dividiren und Y gegen o vernachlässigen: 

(yq-f-x)2q + a = o. 
Diese Gleichung gibt: Y = j — « ± /(T<y)(±q)"4 } T"* , 

und zeigt, dass in dem vorliegenden Uebergangs- Falle von reellen zu imaginären unendli- 
dien Zweigen der Curve, schon zwei der vier Zweige verschwunden sind und die beiden 
übrigbleibenden eine Spitze zweiter Art bilden , welche ganz auf derselben Seite der hyper- 
bolischen Doppel-Asymptote Y liegt^ Diese beiden Zweige haben mit dieser einen Contact von 
derselben Ordnung beibehalten , die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige unter sich 
und mit der Curve : 

rq + x = o, 
ist um eine halbe Einheit , zu der (m+$). angestiegen. Die Ordnung jener Annäherung der 
beiden Zweige an einander hat zum Ausdruck: 

2/(7 . q-(™+;). 
Erst wenn a verschwindet, steigt, indem die Ordnung der Annäherung an die hyperbolische 
Doppel -Asymptote unverändert bleibt, der Contact der unendlichen Zweige zu einer (m+2>. 
punctigen an ^die Annäherung wird von der (m+l)» Ordnung). Die Curve hat dann im 
Allgemeinen ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten , die reell und imaginär sein kön- 
nen , wozwischen wieder ein Uebergangs-Fall liegt, in welchem zwei Zweige wegfallen und 
die beiden noch Übrigen in unendlicher Entfernung, nach der (m-f|)* Ordnung sich an ein-v 
ander annähernd, eine Spitze zweiter Art bilden. Auf diesem Wege können wir weiter 
gehen. Wenn überhaupt zwei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art 
bilden , so haben sie mit der geradlinigen Doppel - Asymptote P einen Contact , dessen Ord- 
nung durch eine ganze Zahl ausgedrttdct wird; die Ordnung ihrer Annäherung an einander 
wird aber immer durch eine grössere und zwar gebrochene Zahl deren Nenner 2 ist aus- 
gedrückt 

Der Gang dieser Untersuchungen ist 2ur Genüge in dem Vorstehenden augezeigt; wir 
brechen mit der blossen Andeutung hier ab , dass die zuletzt discutirten Gleichungen in der 
folgenden Form enthalten sind: 

Y^^A- 2iiiY(i^ + X = 0, ' 
in welcher die hyperbolische Doppel -Asymptote Y auf dieselbe Weise in Evidenz tritt ^ wie 
in der Gleichung (2) die geradlinige Doppel-As}ittptote P. Die Discussion beider Gleichungen 
nimmt ganz denselben Weg. 
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Wir wollen diesen Paragraphen damit beschliessen, dasa wir alle verschiedenen mügli- 
ehen Falle fUr Curven der 4. und 5. Ordnung ausführlich discutiren. 

tL8. Far Curven der 4. Ordnung ergeben sich , wenn wir in den Formen der drei er- 
sten Gleichungen der 102. Nummer ^ verschwinden lassen: 

P^rs + inCf^n^t + X = , (1) 

p^rs + /ipt + A. = o, (2) 

p^rs + A*P^ + ^P+«) = o. (8) 

Wir wollen voraussetzen , dass die drd linearen Functionen r^ s, t von der Form (q+ap+j?) 
seien. Die erste Gleichung, mit ihren 11 nothwendigen Constanten, entspricht dem Zusam- 
menfallen zweier nicht osculirenden Parallel-Asymptoten, und gibt, indem wi^ p gegen Con- 
stante undConstante gegen q vernacUässigen, für die, an der Doppel- Asymptote P sich hin- 
ziehenden unendlichen Zweige 

p^ = ±/PFi"^)(±q)-^. 
Die Curve hat also in unendlicher Entfernung eine gewöhnliche Spitze erster Art. 

119. Die Gleichung (2) reducirt sich, bei gleicher Vernachlässigung, und indem wir 
2fi> an die Stelle von fi schreiben, auf folgende Weise: 

p2q2 -f 2^pq -h X = 
und zerfällt alsdann in die folgenden beiden: 

pq 4- iM ± xTiia^—X) = o. 
Die Curve hat also in diesem Falle vier unendliche Zweige, welche an den durch diese bei- 
den Gleichungen dargestellten Hyperbeln, dreipunctig osculirend, sich hinziehen. Die Fun- 
ction q ist eine willkfihrliche , und diess wird geometrisch dadurch bedingt, dass die Bestim- 
mung einer bloss dreipunctig osculirenden Hyperbel zwei willktthrliche Constante zulässt. 
Jedes Paar der vier unendlichen Zweige der Curve hat offenbar seine fUnfpunctig osculirende 
Hyperbel, die wir jetzt in Evidenz bringen wollen. Wenn wir zu diesem Ende 

pq V ^ = y, fi^ — X = /tS 

setzen , so können wir die Gleichung der Curve (2) auf folgende Weise schreiben : 

(y-f-iM)(y— ^) + vf(Y-\-ö') + pp2(y+o + op' + rp^ = o, (4) 

wobei die einzelnen Glieder so auf einander folgen, dass, für die an P sich hinziehenden 
unendlichen Zweige der Curve , jedes spätere Glied ein unendlich Kleines von höherer Ord- 
nung ist. Diese Gleichung wird befriedigt , wenn zugleich 

y = , A*,^ 4- vdf + Q€f^ -f- ap^ -f Tp* = , 

woraus ersichtlich ist, dass die Hyperbel Y die Curve nur in vier Puncten schneidet, weil 
Tier nach der Riditung der Doppel- Asymptote unendlich weit liegen. Von diesen letztem vier 
Puncten kommen zwei auf die Berührung mit jedem Paare der vier unendlichen Zwdge der 
Curve. Die Hyperbel CY+ft) schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil sie ein Zwei* 
genpaar dreipunctig osculirt und das andere berührt Soll diese Hyperbel jenes Zweigenpaar 
vierpunctig osculiren , so müssen wir i=fi^ setzen, damit es nur zwei Durchschnittspuncte 
gebe, und in dem Falle einer fünfpunctigen Oculation, muss auch €=fi^ genommen werden. 
Hierbei bleibt die Hyperbel CY-^fi) eine das andere Zweigenpaar bloss dreipunctig osculi- 
rende ; soll sie eine vierpunctig osculirende sein , so nmss das zweite Glied in der Gleichung 
der Curve (4) ganz ausfallen; es muss audi das dritte Glied verschwinden, wenn sie fiinf- 
punctig osculiren soll Sind demnach 

y| = o , Yj = o , 

die Gleidiungen der beiden fUnfpunctig osculirenden Hyperbeln , so kommt für die Gleichung 
der Curve: 

Yi Y2 + ap3(p+n) =» o. (5) 
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Diese Glekkuii; bat die rolle, dem vorlief^enden Falle eDtsjur eckende AnMbl von ConstanteB, 
nemlieh 10 , und finiet so in sich selbst ihre Reeblfertigung. 

In besondern Fallen von Curven der 4. Ordnung, kann die Ordnung der Osqilation zu 
einer sechspunctigen ansteigen. Die Gleichung der Curve geht dann, indem sie eine ein- 
zige Constante verliert, in die folgende über: 

Y,r, + ap« = o, (6) 

und zeigt, dass alsdann nicht nur eine, sondern dass die beiden fünljpunctig osculirenden 
Hyperbeln des allgemeinen Falles durch seehspunctig osculirende vertreten werden. 

Es können die vier, in dem Vorstehenden diseutirten, unendlichen Zweige der Curve so- 
wohl reell als imaginär sein. In dem Uebergangs- Falle, wo 

|ti2 — X = /|2« o, 

verwandelt sidi die Gleichung (4) in folgende: 

Y^ -f- vfiY+iy + Qp^CY+s') 4- op^ + rp« = o , 
und gibt, bei gehörigen Vernachlässigungen, für die un^dlichen Zwdge der Curve: 

* y2 + vif « o. 

Zwd der vier unendlichen Zw'eige sind verschwunden, die beiden übriggebliebenen bilden 
eine Spitze zweiter Art auf der Hyperbel Y, in der Art, dass die Ordnung ihrer An^ 
nähening an einander und an diese Hyperbel | beträgt. 

Die obfge Gleichung der Curve hat noch zwei überzählige Constante , um diese fortzu- 
schaffen, brauchen wir bloss 

zu setzen , und erhalten alsdann für die Curve eine Gleichung von folgender Form mit den 
9 nothwendigen Constanten : 

Yo^ 4- ap H- i3p2 + yp^ + ^p« = o. (7) 

Wenn insbesondere in der letzten Gleichung a verschwindet , so kommt 

IV + /5p^ + yp^4- tfp* = o, 
oder, indem wir v^ — ß = 7'o setzen , 

(Yü+/<üP)(Y(»— /Mop) -f 79^ 4- V = ®- 
Die Curve hat ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten. Beide Paare dieser Zweige 

werden von der Hyperbel Yq dreipunctig osculirt. Jede der beiden Hyperbeln 

Yo ± A«iip = o 
osculirt ein Zweigenpaar vier* und das andere dreipwictig und schneidet überdiess^ hiermit 
in Uebereittsdmmung , die Curve nur nodi in einem einzigen Puncte auf der geraden Linie: 

^ + 7 == o. 
Vl^emi wir auf gleiche Weise, wie in dem firtthen analogen Falle , die beiden, ein Zwei- 
genpaar fttnfpuiietif osculirenden, Hyperbeln, welche hier auch das andere Zweigenpaar drei- 
punctig oscufiren, in Evidenz bringen/ so ergibt sieb folgende Gleichung, welche ebenfalk 
die acht nothwendigen Constanten hat : 

YtY^ 4-ap*= o,»> (8) 

Die unendlichen Zweige der Curve sind, je nachdem /^ negativ. oder positiv ist, entwe- 
der alle vier reell oder imaginär. Wenn* ß verachwindet , wird die Gleiehnng der Curve 

Die Curve hat alsdann von ihren uneadlichen Zweigen wiederum zwei^ verloren , und die 



*) Weil die beiclen Hyperbeln Y^ und Yt «ich dreipanctig oteuliren, und demnach .Y^ die Form 
(Yt-f ap-f-/3p>) hat, kommen auf duß GUf^d YtY, nur 5-|-2=:7 ConsUnte. ^ 

14 
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beiden übrigbleiMnden bilden eine Spitze zweiter Art, und haben unter einander und mit der 
Hyperbel Yq einen Contaet von der Ordnung; ^. Die letzte CHeicbunf schliesst die nothwen- 
dige Anzahl von Constanten in sieh ein , nemlieh 7. 

Weiter kOnnen wir hier nicht particHlarisiren , denn , wenn ans der letzten Gleichung 
auch das Glied ^p^ ausfällt , löset dieselbe in die Gleichungen zweier reellen oder imaginä- 
ren H>'perbeln sich auf. 

120. Die Gleichung (3) der 118. Nummer : 

p^rs 4- .ttp2 + A(p4-«) = o , (3) 

entspricht dem Zusammenfallen zweier osculirenden Parallel - Asymptoten. Hier ist die An- 
nähening der Oirve an ihre DoppeI-As>inptotc, wie in dem Falle der vorigen Nummer, von 
der ersten Ordnung. Wir können diese Gleichung zunächst unter der folgenden Form 
schreiben : 

(pq+/"/)(pq— /"/) + »'p(pq+<^) -h (>p^(pq+0 + <yp ^ + ^p* = o • 

welche sich von der Gleichung (4) der vorigen Nummer nur dadurch unterscheidet, dass pq 
an die Stelle von Y getreten ist. Die Curve hat demnach zwei solche unendliche Zweigen- 
paare, für welche das Maass der Annäherung dasselbe ist; nur liegen diesel- 
ben , wegen des entgegengesetzten Zeichens von fi, , entgegengesetzt in Beziehung auf die 
Doppel •As>'mptote P. Die letzte Gleichung können wir wiederum, um die beiden fttnfpun- 
ctig osculirenden H}'perbeln in Evidenz treten zu lassen , folgendergestalt schreiben : 

Fl Yj 4- ap3(p+7i) = ; 
sie schliesst, auch in dieser Form, die 9 nothw endigen Constanten ein. 

Wenn n verschwindet , so werden auch hier die beiden filnfpunctig osculirenden Hyper- 
beln durch sethspunctig osculirende vertreten. — 

• 121. Wenn wir in den letzten sechs Gleichungen der 102. Nummer S gleich Null setzen, 
erhalten wir die folgenden: 

^ p^0s + i"(p + «)rs + ;.w = 0, (1) 

p^03 + i"prs -f Xw = o, C2) 

p^öj + /«prs + X(p-H») = o , (3) 

p20, + fi(p+aKp+i^)r + Kp^) =0, (4) 

p^©3 4- /up(p4-a)r + ^(p+r) — ^r Cö> 

P'i2, + ^(p-H»l « o. (6) 

Diese Gleichungen entsprechen dem Zusammenfallen zwmer parallelen Asymptoten , die 
mit der Curve in den verschiedenen mögHcben Ordnungen der Annäherung stehen. In dem 
Falle der ersten und letzten Gleichung , die dem Zusammenfallen zweier gewöhnlichen und 
zweier vierpunetig osculirenden parallelen Asymptoten entsprechen, bildet die Curve eine Spitze 
erster Art; die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander und aa die Doppel- 
Asymptote beträgt bezüglich | und J. In dem Falle der 4. Gleichung sind zwei dreipiuictig 
osculirende parallele Asymptoten zusammengefallen, und wir erhalten zwei Paare gewöhn- 
licher hyperboUscIier Zweige, die entgegengesetzt in Beziehung auf die beiden Seiten der 
Doppel . Asymptote liegen und fttr welche das Maass der Annäherung dasselbe ist. Die Ord- 
nung der Annäherung ist dieselbe wie bei einer gewöhnlichen As}inptote (114). Die 3. Glei- 
chung endlich entspricht dem Zusammenfallen einer gewöhnlichen und einer vierpunetig oscu- 
lirenden parallelen Asymptote; und «teilt eine Curre mit vier immer neeUen unendlichen 
Zweigen dar, von welchen zwei mit der Doppel - Asymptote einen Cnntact der zweiten und 
zwei einen Contaet der ersten Ordnung haben. Die Gleichungen der beidea hyperbolischen 
Asymptoten sind: 

pq + /* = o,. pq« -h Ao = 0, 



. $. 5- Doppel- Asymptoten. 



107 



und die Lage der unendlicbeii Zweige gegoi die Doppel-Afymptote ist wie in der 7. Figur. (1160 
In dem Falle der vorletzten t^leichung, wo eine vierpunctig mit einer dreipunciig osculiren- 
den Parallel •Asymptote AisauMnenfällt, ist wiederum eine Spitze erster Art vorlianden und 
die Ordnung der Annäherung betragt hier , wie in dem letzten Falle , |. (115.) 

122. Hiemadi bedarf nur noch die zweite Gleichung , die, wenn wir in ihrem zweiten 
Gliede ^ durch 2ft ersetzen , die folgende wird : 

p2©j 4- ^p02 -h Aw «X. 0, (1) 

einer ausführlichem Discussion. Die entsprechende Curve hat, im Allgemeinen, vier unend« 
liehe Zweige, die an der DoppeU A^mptote P sich hinziehen. Diese Zwe%e haben mit der 
Doppel - Asymptote einen gewöhnlichen (zweipunctigen) , und, paarweise, mit den durch fol- 
gende Gleichung 

pY + 2A«pq 4- ^ = (pq+^^Kpfl+^'y = o 

dargestellten beiden Hyperbeln einen dreipunctigen Contact Je nachdem der Ausdruck (u^ — X) 
positiv oder negativ ist, sind die in Rede stehenden vier unendlichen Zweige reell oder 
imaginär. 

Wenn insbesondere ili^=:X und also a=ia' , so können wir , indem wir Functionen von der 
Form 

1 •+ op + i?p- + yp^ 4- . . . + Cp" , 
der Kürze halber durch (fn bezeichnen, die Gleichung der Curve auf folgende Weise schreiben : 

orler, indem wir • pq + ^ = Y 

setzen, auch folgendergestalt : 

Y^s 4- 2xYy3 4- ()(ps = o. (2) 

Um den Lauf der unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise darzustellen, ergibt sich 
die nachstehende Gleichung: 

Y- 4- 2xyq-i 4- pq-* = o, 
welche, weil wir das Zweite Glied gegen das dritte ohne Weiteres vernachlässigen können, 
sich auf folgende: 

reducirt und Y = ± y^ifQ (±q)'i 

gibt. Es hat also die Curve in unendlicher Entfernung auf der Hyperbel Y eine Spitze 
zweiter Artv Die beiden Zweige, welche die Spitze bilden, haben unter sich und mit 
einem, durch das Zeichen von q bestimmten. Zweige der eben genannten Hyperbel einen 
Contact von der Ordnung §. (117.) Die Gleichnng (2) enthält 17 Constante und unter die- 
sen zwei überzäh1i«^e , denn die neue Bedingung fi^~X reducirt die 16 konstanten der Glei- 
chung, (1) auf 15. Diese beiden überzähligen Constanten kommen auf die wilULührliche An- 
nahme der Function q , welche in keiner Beziehung zur Curve steht Wenn wir insbeson- 
dere annehmen , dass die Linie Q eine Asymptote der Curve sein soll , so reducirt sich der 
Exponent der Function (p^ um zwei Einheiten und wir erhalten alsdann die 'folgende Glei- 
chung mit der gerade noiliwendigen Anzahl von Constanten: 

Y'9 + 2x7>3Y 4- Q(pz = o. 
Dass aber die Function q Millkiihrlich von Vorne herein angenommen werden kann , wird 
geometrisch dadurch bedingt, dass die Hyperbel Y von den beiden unendlichen Zweigen der 
Curve nur nach der Ordnung | osculirt wird , und folglich jede beliebige Hyperbel , welche 
die Hyperbel Y nach der zweiten Ordnung (dreipuuctig) osculirt , zu der Curve in gleicher 
Beziehung steht 

Wir können auch die folgende Gleichung: ' 
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YH -4- 2jep2(l4-ap)3r -I- (»95 = o, (8) 

welche 15 , und unter diesen keine willkühr|ichen Constanten mithält , anstatt der letsten 
Gleichunfi:, für die allgemeine Gleichung solcher Curven der 5. Ovdnunf nehmen, wdche eine 
nicht osculirende Doppel - Asymptote P haben und deren, an dieser Asymptote sidi hingehen- 
den , Zweige unter sich in einem mehr innigen Contacte , als eine Mosse Bertthning ist, 
stehen.*) 

Die Natur der unendlichen Zweige ändert sich schrittweise, wenn in der Function qt^ 
der letzten Gleichung das constante Glied und die niedrigsten Potenzen von p ausfallen« 
Schreiben wir demnach, um zugleich alle particulären Fälle henronniheben, diese Gleichung 
folgendergestalt: 

y^s -4- 2xp2(l-i-ap)y + (>p^95-h = o, 
so ergibt sich für die unendlichen Zweige: 

y^q + 2xp2y -4- ppk = o; 
indem wir annäherungsweise q » — /<p~^ setzen , kommt : 

y^ — 2x/tip^y — ()/upi>+> = 0, 
und hiernach y = x/^p^ ± ((K^)2p6-i-()^pb+i) j. 

So lange A<5, reducirt ^ch diese Gleichung auf: 

y=±((,^ph4-i).j. 



*) Da die Form der Gleichung (3) den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde gelegt wird, scheint es 
mir angemessen, die Behauptung des Textes, ungeachtet sie in sich selbst ihre Rechtfertigung fin- 
det, dadurch zu bestimmen, dass wir unmittelbar zeigen, wie die Gleichung (2), welche wir unter 
folgender Form schreiben können: 

Y«s + 2/Mry + rpy + i*f\Y-{-9f) + Q<pi ^ 0, («) 

in folgende Form verwandelt werden kann: 

In der ursprünglichen, Gleichung ist: 

8 = q + yp + «, Y = pq + ^. 

Da jede Hyperbel Yt, welche Y dreipunclig osculirt, zu der Curve in derselben Beziehung als Y 
steht, so muss die Form (a) im Allgemeinen anverändert bleiben, wenn wir in derselben, nach 
folgender identischen Gleichung mit zwoi unbestimmten Constanten: 

Y= Vi + «p -f- /ip», 
statt der Function Y die neue Function Vi einführen. Es ist offenbar, dass, bei dieser Umformung, 
die beiden letzten Glieder der ersten Gleichung in den beiden letzten der zweiten Gleichung sich 
wiederfinden. Die drei ersten Glieder der Gleichung (a) geben, wenn wir diejenigen Ausdrücke, 
welche wir ia den beiden letzten Gliedern der Gleichung (b) zusammenfassen können, unberück- 
sichtigt lasten , folgende Entwicklung : 

y.'« + 2«pyt(q+«) + 2^p»r,q + «Vq + ^.^oy^ + fpr» , 

nnd da 

pq =- Y - ^, 
■ok onifflt: 

Y,*(s+2jJp+2<c) ^ 2K«— <')>i + (2«<r-2iJiU+a»+f)pY,. 
In diesem Ausdrucke verschwinden die Coefllcieaten von Y| und pY^ wenn wir über die beiden un- 
' bestimmten Constaoten (was immer, ohne dass dieselben unendlich werden, möglich ist) so verfü- 
gen, dass 

a =* <r, ifiß sa 2a(f -f- <r» -f- i. 

Setzen wir hiernach, der Kürze halber, 

+ 2/fp -f- 2« s »t» 
so ergibt sich, wai zu zeigen war, ganz einfach: 
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also kOBimt , wenn h eine ungerade Zahl bedeutet : 

y = ± ^{Qfi) . p * , 

und die Curve bat vier nnendliche Zweigte, die, je nacbdem g^i positiv oder negativ 
ist, entweder alle vier reell oder alle vier imaginär sind; wenn aber k gleich Null oder 
gerade ist, kommt 

r« ±/(±p/i).(±p)a-, 

wo|iacb die Curve eine Spitze zweiter Art hat; das Zeichen von Qfi bestimmt, auf 
welcher Seite der Doppel - Asymptote P diese Spitze liegt. Wenn endlich As5 , so kommt : 

wonach die Curve wiederum vier unendliche Zweige hat, die reell oder imagi- 
när sind, je nachdem der Ausdruck ({^M'V-i-Qfi) positiv oder negativ ist 

Es ergibt sich auf diese Weise , dass die Curve , wenn ihre allgemeine Gleichung fol- 
gende Formen hat: 

y^ + 2xp2(l+ap) Y + Qfs « o , [1^ (8) 

r^ 4- 2xp2(i+«p)y + ^p29,3 « 0, [13] (4) 

y^s + 2xp2(H-«p)y + Qp\l^t) = o, [11] (5) 

in unmdlicher Entfernung auf der Hyperbel y eine Spitze zweiter Art bildet Die Spitzen 
in den Fällen der vorstehenden drei Gleichungen unterscheiden sich durch die Ordnung der 
Annäherung derjenigen beiden unendlichen Zwdge, welche dieselben bilden, unter einander 
und an die Hyperbel y. Diese Ordnung ist bezüglich g , } und J. 

Wenn aber die Gleichung der Curve eine der nachstehenden Formen hat: 

y^s + 2xp'(l+ap)Y + (»P94 =»0, ^ [14] (6) 

y^s + 2xpxi+«p)y + ep'V2 =« 0, [12] (7) 

y^s + 2xp2(l4.ap)y + (»p« = 0, [tO] (S) 

so ziehen sich an der Doppel - As>'mptote P , ohne von ihr osculirt zu werden , zwei Paare 
unendlicher Zweige hin. Diese osculiren sich aber unter einander, so wie die Hyperbel Y 
bezüglich drei-, vier- und fflnfpunctig. Bei jeder Gleichung ist die nothwendige Con. 
stauten - Anzahl- bemerkt. 

123. In dieser und der folgenden Nummer wollen wir die iNscussion der vorigea aas 
einem andern Gesiditspuncte wieder aufhehmen und hierbei bloss unser allgemeines Princip 
der Behandlung in Anwendung bringen. ' 

Wenn die Curve zwei Paare unendlicher Zweige hat, so hat jedes derselben seine ^ an 
der Doppel - Asymptote P sich hinziehende , fünfpunctig oseulirende Hyperl>el. Diese beiden 
Hyperbeln , welche wir durch Yt und Y^ bezeichnen wollen , können wir in der Gleichung 
der Curve unmittelbar in Evidenz bringen , und erhalten alsdann, den Gleichungen (1) , (6), 
(7) und (8) entsprechend, als vollkommen äquivalent, die folgenden: 

YiY,s + vf^(Yfhi) + PpX^i+«) + ap« + TP* = o, [16] (9) 

yiy^s + ^p^(yi+<rp) + ^p\Y,+fp) + op* ^ o, [i4] (lo) 

YtY^s + vfXYt^ff^) 4- evKYt-^t^) « o, [121, (^O 

yi^ 4- iTHYi+*p') + Qt^Tx = o. [lOj (12) 

In dem allgemeinsten Falle der Gleichung (1) haben die zwei Paare unendlicher Zweige 
der Curve , welche an der Doppel - Asymptote sidi . hinziehen , einen gewöhnlichen Contact. 
Diejenige Hyperbel also , welche ein Zweigenpaar nach der Richtung dieser Doppd - Asym- 
ptote fünfpunctig osctilirt, berührt zugleidi das andere Zweigenpaar ^ ^ dass sie, weilnacii 
dieser Richtung^ sieben Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, die Cnrve nur noch in 
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drei Puncten schneidet. Diess tritt aus der Form der Gleichung (9) uiimittelhar hervor, denn^ 
setzen wir in dieiser Gleichung Yi (oder Yj) gleich Null, so ergibt sich eine Gleichung von 
der Form: p^<jp3 = o. 

Diese Gleichung stellt zwei mit der Doppel ~ As> inptote zusammenfallende .und drei ihr pa« 
raliele gerade Linien dar. Jede dieser letztem schneidet dieH}'perbci Yi (oder Y,) in einem 
einzigen Puncte. Die beiden fünfpunctig osculirenden Hy^perbein haben unter sich einen ge- 
wöhnlichen Contact , weil die von ihnen osculirten unendlichen Zweige der Curve ebenfalls 
unter einander einen solchen Contact haben ; daher ist 

Y. = Y, + « 4- /9p -f -p^ , 
wonach auf Y1Y2 nur acht Constante kommen. Somit ergibt sich sogleich 16 als die An- 
zahl der Constanten in der Gleichung (9). Wenn auf einem der von Yj (oder Yj fünfpun- 
ctig osculirten unendlichen Zweige der Curve ein Punct immer weiter rückt, so wird die 
Function Y] (oder Y,) ein unendlich Kleines der dritten Ordnung , während Y^ (oder Yi) 
constant und gleich +a (oder — a) und zugleich s ein unendlich Grosses der ersten Ordnung 
wird. Das erste Glied der Gleichung (9) ist also unendifch klein und von der zweiten Ord- 
nung, von derselben Ordnung als das zweite Glied; dann steigt diese Ordnung in jedem 
folgenden Gliede um eine Einheit. 

Wenn die unendlichen Zweigenpaare der Curve sich dreipunctig o^culiren, so 
müssen die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln Y| und Yz uuter einander einen Con- 
tact derselben Ordnung haben, wonach 

Jede dieser ^Hyperbeln schneidet die Curve nur in 2 Puncten, Weil 8 Dtirchschnittspuncte, von 
welchen drei demjenigen Zweigenpaare, das von eben dieser Hyperbel nicht fün/punctig oscu- 
lirt wird, angehören, nach der Richtung von P unendlich weit liegen. Diess fordert, dass 
in der Gleichung (9) noch d verschwindet, wonach dieselbe, nachdem sie 2 Constante ver- 
loren hat, in die Gleichung (10) tibergeht. 

Wenn die keiden unendlichen Zweigenpaare sich vierpunxtig osculiren, so kommt, 
damit auch die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln unter einander einen vierpuuctigen 
Contact haben : 

Y, = Y, + yt\ . 

Dann schneidet jede dieser H>7ierbeln die Curve nur noch in einem einzigen Puncte, weil 
9 Puncte, von welchen 5 dem eiiien und 4 dem andern Zweigenpaare angehören, nach der 
Richtung von P unendlich weit liegen. Indem Hir demgemftss in der Gleichung (10) d = o 
setzen, geht diese Gleichung, nach Verlust zweier Constanten, in die Gleichung (11) über. 

Wenn endlich die beiden Zweigenpaare sich fünfpunctig oseuliren, so ist die fünfpunctig 
osculirende Hyperbel für .beide dieselbe. Sie triU in der Gleichung (12), in der sich die 
Constanten- Anzahl wiederum um zwei Einheken vermindert hat, in Eviienz. Diese Hyper- 
bel kann , ausser dem doppelten Osculationspuncte, ketneu Punct mehr mit der Curve gemein 
halben. 

124. Zwischen den vier, durch die Gleichungen (9)— (12) der vorigen Nummer darge- 
stellten , Fälle von Curven mit vier unendiidien Zweigen schalten sich die drei , durch die 
CMeichungen (8)— (5) der 122. Nummer dargestellten, Fälle von Curven mit einer Spitze 
zweiter Art in der Art ein , dass die Cokistanten^AnzaU nun schrittweise durch jede Einheit 
hindurch von 16 bii 10 abnimmt Die znnehinende Partifiilari$ation Jcommt also lediglich 
auf die zu discnlireiidai unendlichen Zweige. Der Grund, warum für die zwischenliegendeo 
Fälle die Ftm der Gleidutagen (9)-K12) illusorisdi wird, wird in den falgendea Anden- 
tiingte ihre Erittntemiig finden. 
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Mit BdbehaltiiBf der obigen Beseichnimg ist in der GIdclivng (9): 

indem wir Y durcii die nachstehende identische Gleichung^ einführen: 

Y, + i («+i^|H-yp^) s Y. 
Hiemach können wir die eben genannte Gleichung, wenn wir, der Kurse wegen, 

iu^ = — 5, iaß = ^ X, i(/?^+2ay) =—X, (13) 

setsen, auch auf folgende Form, mit der gerade nothweudigen Anzahl Ton Constanten, 
bringen: 

(y^+5+)fp+Ap2)8 -f vYiY+d'y 4- ^p^cr+f) -h ay + ry = o. (i4) 

I^iejenige Curve der vierten Ordnung , deren Gleichung : 

steht hierbei in derselben Beziehung zu den unendlichen Zweigen der Curve, als früher das. 
System der beiden fttnfpunctig oscnlirenden H^'perbeln Y, und Y,u 

Wenn wir von der Form der Gleichung (14) ausgehen, so können wir nur dann auf 
reelle Weise zu der Form (9) zurückkehren, wenn | negativ ist Wenn | und somit auch 
averschwindet, so werden, im Allgemeinen, die Werthe von ß und y, als Folge der Glei- 
chungen (13), unendlich und darum kann alsdann die Form der Gleichung (9) nicht mehr 
bestehen. lu diesem Falle ergibt sich die Gldchung : 

(y2+,fp4.Ap2)s + yp2(y+j') + QyiY-hc) 4- ay + ip« =:= o, 
als äquivalent mit der Form der Gleichung (3), für die allgemeine Gleichung der Curven 5. 
Ordnung mit einer Spitze zweiter Art. BUerbei stellt diejenige Curve 4. Ordnung, deren 
Gleichung folgende ist: 

y^ + xp + Ap2 t= , 
und welche selbst eine Spitze zweiter Art hat, den Lauf' derjenigen unendlichen Zweige, 
welche die fragliche Spitze bilden, genauer dar, als die Hyperbel Y. 

Wenn auch x=o, so werden die drei Gleichungen (13) beftiedigt, wenn wir a==:o und 
i^*+4X=o setzen. Dann können wir also wiederum zu der allgemeinen Form der Gleichung 
(9) zurückgehen, und zwar auf reelle Weise, wenn k negativ ist. — 

§.6. 
Aftymptoten der dritten Ordnvii^« *) 

125. In denjenigen Fällen , wo wir der allgemeinen Gleichung der Curven der ». Ord- 
nung nicht mehr die folgende Form: I 

pß„-i + ftiin^2 = o ,^^ 

geben konnten, oder wo diese Form nicht mehr eine einzige und vollkommen bestimmte blieb, 
haben wir die allgemeine Gleichung auf die folgende Form gebracht : 

Dadurch lassen Wir, statt der geradlinigen Asymptote P, Asymptoten der zweiten Ordnung 
durch die Function Si. in Evidenz treten. Jede besondere Bestimmung über diese Function 
.Q. hat uns zu Curven der n. Ordnung mit Asymptoten von eigenthümlicher Art, namentlich 
zu Curven mit parabolischen Asymptoten und mit Parallel-Asymptoten geführt. Es ist klar. 



•) Wif nennjen überhaupt Asymptoten der m. Ordnung solche Curve«, welche m geradltaige Asymptoten 
TertreteUi, nicht aber eine Carve der m. Ordnung, welche mit der get; ebene« Curre bloss eine oder 
mehrere, jedoch nicht alle, Asymptoten gemein hat. 
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dass der frühere Fall f eradüniger Asymptoten in dem Ftll? von Asymptoten der zweiten 
Ordnung einbegriffen ist. 

Wenn Mir der allgemeinen Gleichung der Curven der n. Ordnung auch die letzte Form 
nicht mehr geben können , oder (i'enn ] indem iij aufhört eine Asymptote der Curve zu sein, 
diese Form unbestimmt wird, so müssen wir uns zu der nachstehenden Form wenden: 

in welcher durch den Factor £is Asymptoten der dritten Ordnung in Evidenz treten. Alle 
frühern Falle finden wir auch hi^r wieder. Die geraden Linien und Kegelschnitte, welch« 
Asymptoten der Curve ü^ sind, sind es auch für die vorliegende Curve der n. Ordnung. - 
Als neue Fälle erhalten Mir also nur diejenigen, in welchen die folgende identische Gleichung: 

ßj = pfli + >fs 
nicht Statt finden kann, oder Statt finden kann, ohne dass p und Q2 Asymptoten der Curve 
Siz sind. Einerseits particularisirt sich die Function ^2$ alsdann auf folgende zwiefache Weise: 

ßa = p-^ -f- Aq, (2). 

und die entsprechende Curve der dritten Ordnung , die dann weder gerade Linien noch Kr. 
gelscbnitte zu Asymptoten hat, hat entn^eder semicubi-parabolische Asyitiptoten, 
oder sie selbst ist eine cubischc< Parabel und hat nur andere cubischeParabeln zu ihren 
Asymptoten. Andrerseits ergeben sich die folgenden Particularisationeu der Function il^ : 

ß3 = p(p24.Aq) +/I, ■ (3) 

ß3=p^ + ap + /?, (4) 

und die entsprechende Curve d^r dritten Ordnung ist eine Trident- Curve, die neben 
einer geradlinigen Asymptote solche parabolische Asymptoten hat , deren Durehmesser der 
geradlinigen Asymptote paxallel slnd^ oder sie artet in ein System von drei paralle^ 
len geraden Linien auf. 

Die hierdurch angezeigten vier neuen Fälle MoUen Mir nach einander einzeln discutiren. 

Erster Fall. 

Curven mit semicnbi-parabolischen Asymptoten. 

126. Die allgemeine Fom| der Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist, indem 
wir , was im Allgemeinen erlairiit ist , ßa— 3 durch 0n— 3 ersetzen : 

ßo = [(p-^-f-Aq^J 4- (^(p+^)]0n-3 + f^K^, = 0, 

= (p-^+Aq'^)0n-3 4- ^'ß;-., = o. (1) 

Diese Form enthält' noch eine überzahlige Constante. Denn, ohne weder die vorstehende 
Gleichung selbst noch ihre Form zu ändern, können wir sie, durch Einführung einer unbe- 
stimmten Constanten x , auf folgende Weise schreiben : 

und wenn wir dann, was immer /luf Jineare Weise möglich ist, x so bestimmen, dass 

/ii'iin^z — A(2xq'+x2J0„_3 - ^i(p4-a,0n-3 + <yßn-4. 
und zugleich , der Kürze halber , 

q + X = q 
setzen , so ergibt sich : 

*) Wir werden in dem Folgende» die vertchiedenen Functianett tindlt als fon p und q abhängig 
betrachten, und hierbei vorauisetzen, dais der Coefficient der liöobstcn Potenz von q jeUesmal 
gleich Eint sei. 
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Diese Form, wdcke keine neue Redaetion mehr gestattet, endiftlt zwei CoDstante weniger 

— 9 ^)^ und, ist die 

allgemeine für den in Rede stehenden FalL 

In dem Falle der identischen Gleichung (1) werden drei geradlinige Asymptoten durch 
die semicubische Parahel : 

p' + ^'2 = 0, (SJ 

vertreten. Diese Parabel bdiält dieselbe Beziehung zur Curve , wie wir sie auch , parallel 
mit sich selbst , nach der Richtung der geraden Unie P Ferschieben (eine Verschiebung, bei 
welcher der Rfickkehrpunct der Parabel diese gerade Linie beschreibt). Eine besondere und 
ausgezeichnete Beziehung zur Curve erhält dieselbe indess in derjenigen Lage, wo ihre Glei- 
chung in die folgende übergeht: 

p' 4- Xq2 = o, (4) 

wonach die Form der identischen Glei<Aung (2) sich herausstellt. 

127. Wenn wir zwei solche Puncto der semicubi - parabolischen Asymptote (3) und der 
Curve Sin betrachten , welche demselben Werthe von q entsprechen und die bezüglichen 
Werthe der Function p durch p und (p-t-n) bezeichnen, so gibt die Gleichung der Curve, 
verbunden mit der Gleichung der genannten Parabel : 

(3«p^+3»2p4-n3)0o_3 +>'fl'o_a = 0. 
Wenn wir q, und also auch q% unendlich gross nehmen, so wird nach der Gleichung (3) 
auch p unendlich gross und zwar in der Art, ^ass q^ und p"^ von gleicher Ordnung sind, 
und wir also p gegen q vernachlässigen können. Um alsdann die l^zte Gleichung zu be- 
friedigen , können wir auch n gegen p vernachlässigen , weil der Werth von n durch diese 
Vernachlässigung nicht unendlidi gross wird ; wir jGinden alsdann nemlich : 

"Sp^Öii-a 3p^ 3^q s^i 



n = 



q 1. 



(5) 



In dem Falle der Gleichung (2) und der semicubi -parabolischen Asymptote (4), finden wir, 
indem wir fiii'a^i durch iu(p4-a)&n— 3 ^ aJ2a— 4 ersetzen, auf gleichem Wege: 

„ _ /Wp0'n-3 _ i^ «-1 __ i^ ^-' fJ\ 

" — 3ir^0r-.3~~3' =irr'^ ^^^ 

128. Aus den analytischen Entwicklungen der vorigc^n beiden Nummern ergeben sich 
die nachstehenden Folgerungen. 

Die durch die Gleichungen (1) und (2) dargestellten Curven der n. Ordmmg haben un- 
endlich viele semicubi - parabolische Asymptoten, welche matt nach einander alle erhält, wenn 
man eine derselben parallel mit sich selbst verschiebt. Von je zMei solchen Parabeln ist 
auch jede als Asymptote der andern anzusehen ; ein ganz analoger Fall, wie wenn man eine 
gewöhnliche Parabel parallel mit sich selbst und nach ihrer Durchmesser-Richtung verschiebt 
Unter diesen unendlich vielen s^nicubi-parabolischen Asymptoten ist aber immer eine, wel- 
che mit der Curve in unimdlicher Entfernung einen innigem Contact hat, und die wir zur 
Auszeichnung eine siebenpunctig osculirende nennen wollen. Für diese Asymptote, welche 
durch die Gleichung (4) dargestellt wird, ist die Ordnung des Contactes, die nach der vori- 
gen Nummer im Allgemeinen nur ^ ist, bis f angestiegen. 

In dem Falle einer gew4lhnlichen semicubi - parabolischen Asymptote ändert , nach der 
Gleichung (5) , n sein Zeichen zugleich mü q ; die Curve nähert sich also ihrer Asymptote, 
je nachdem fi positiv oder negativ ist, beidesmal auf der convexen oder beidesmal auf der 
concaven Seite. In dem Falle der siebenpunctig osculirenden Asymptote zeigt die Gleichimg 
(6) dass n sein Zeichen beibehält, wenn q das seinige wechselt: die zwd Zweige der Curve 

15 
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ziehen sich an den beiden Zweigten dieser Asymptote einerseits an der conrexen and andrer* 
seits an der concaven Seite der letztern hin. 

129. Bei Curven mit semicubi-parabolischen Asymptoten, von besonderer Art, kann an 
die Stelle der siebenpunctig - osculirenden eine mehr als siebenpunetig' osculirende treten und 
diese bei Curven der n. Ordnung' sich bis zu einer 3ftpunctig^ osculirenden erheben. Hierbei 
particuiarisirt die Curve sich so, dass die (3r — 7) Durchschnittspuncte mit der osculirenden 
Asymptote, welche im Allgemeinen nicht unendlich' weit liegen, aUmählich unendlich weit 
rdcken. Für jeden neuen unendlich weit rfickenden Punct, steigt die Ordnung des Contactes 
uiü I, so dass dieselbe für die osculirende Asymptote von f bis (n— §) ansteigen kann. 

In dem Falle einer gewöhnlichen semicubi-parabolischen Asymptote liegen zwei Zweige 
der Curve beide auf den convexen oder beide auf den concaven Seiten dieser Asymptote. 
Rücken wir die Curve , parallel mit sich selbst , weit genug gegen die Asymptote fort , so 
.treten beide Zweige der Curve auf 'die entgegengesetzten Seiten dieser Asymptote hinüber. 
Es gibt hierbei eine Grftnze , bei welcher die Ordnung des Contactes ansteigt und je nach- 

dem diese Ordnung —-oder — - — ist, ist in der Granz-Lage ein unendlicher Zweig der 

Curve schon hinübergerückt und der andere noch nicht: oder es rücken bei dieser Gränze 
beide Zweige zugleich hinüber. 

130. Wir wollen für Curven der 4. Ordnung die verschiedenen möglichen Fälle zusam- 
menstellen und da diese Curven aussa'deih immer noch eine reelle geradlinige Asymptote 
haben , auch in Beziehung auf diese die verschiedenen Ordnungen des Contactes unterschei- 
den. Hiemach erhalte wir das Schema der nachstehenden Gleichungen, mit der nothwen- 
digen Anzahl von Consta^ten, die nach jeder Gleichung bemerkt ist 'Von den beiden vor 
jeder Gleichung stehenden Ziffern bezeidinet die erste die Ordnung des Contactes für die 
semicubi-parabolische Asymptote und die zweite die Ordnung des Contactes für die geradli- 
nige Asymptote, beidesmal nach der Anzahl der unendlich weit entfernten Durchschnitts- 
puncte. 

7,2 (p'+^q^r + fi(^a)s + a = o, [12] 

. ,3 (p^+^q^)r -h Mp+«)(r4-iJ> + a = o, [11] 

.,4 (p^H"^^)r + iu(p+a)r + <r = o, [10] 

8.2 (p*+Aq2)r 4- Mp'+T») « o, [11] 

9.3 (p^-f ^q^Jr -f- ^s = o , [10] 
.,4 (p^+Xq^)r + K^^ß} = 0, [9] 

10.3 (p^+Aq2)r H- MP+«) « o, [9] 

12.4 (p^+Aq^r + f« =» o. [ 8 ] 

131. An das Schema der vorigen Nummer knüpfen sich mehrere Bemerkungen an, die 
einer Verallgemeinerung fiihig sind. Es gibt keinen Contact einer Curve der 4. Ordnung 
und ihrer semicubi-parabolischen Asymptote, welcher von der zweiten Ordnung oder mit 
andern Worten ein el f punct iger ist Bei einer Curve der n. Ordnung überhaupt ist jede 

Contact - Ordnung - möglich , wenn wir durch h eine beliebige ganze Zahl bis (3ii— 5) be- 

zeichnen , mit der einzigen Ausnahme, dass k nicht gleich (2n — 6) und also die Ordnung ie^ 
Contactes nicht i^eich (n— 2) sein kann. Es rücken bemi Uebergange von der Gleichung: 

(p^+Aq^ßa-3 -I- iM(p-^tt) « o, 
wu der Gleichmg: (p^+Aq^fla-j ^ ^ »s o, 

die letzten beiden Durchsdinitt^wKte beide unendlich weit; und dass es keinen Zwischenfall 
gibt folgt daraus^ dass die Gleidung der Curve Methti nur eine Constante verliert. 
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Der BrUärungsg^nd dieses analytisches Re^idtats ist hier wiedemm ierseDie als der- 
jenige, den irir dafür erhalten haben, dass eine Curve der 9t« Ordnung neben «wei npun- 
ctig osculirenden geradlinigen Asymptoten keine dritte (n — l)piin€tig osculirende haben kann. 
Nur liegen hier diese drei Asymptoten unendlich weit , dem analog , wie in dem Falle einer 
gewöhnlichen paraboitoehmi Asymptote £wei geradlinige Asymptoten unendlich weit liegen. 
88 steht also auch hier der Satz der 9. Nummer im Hintergründe. 

192. Die in der vorletzten Nummer aufgezählten möglichen Falle können wir auch aus 
Aem allgemeinen Schema für die bei geradlinigen Asymptoten möglichen Fälle in der 29. 
Nummer ableiten; und diess gilt allgemein för Curven von einer beliebigen Ordnung. Wir 
brauchen nur tu diesem Ende die semicubi - parabolische Asymptote , wenn sie bezüglich 

aftpunctlg , (3A + l)punctig , (3A+2)punctig 

osculirty durch die Symbole: 

hh h A+1 h h A+1 &+1 h 

darzustellen. So kann, zum Beispiel, neben einer lOpundig osculirenden semicubi - paraboli- 
schen Asymptote , der hiernach das Sym6ol 438 entspricht , wenn die Curve bloss von der 
4. Ordnung ist, weder eine gewöhnliche noch eine vierpuncüg osculirende geradlinige 
Asymptote vorhanden sein y weil die beiden Symbole : 

433.2 433.4 

unmöglich sind , sondern die geradlinige Asymptote oseuUrt immer dreipunetig , dem Symbol 

483.d 
entsprechend. 

Die eben bezeichnete Sy mb t li sations - Weise d^ osculirenden semicubi - parabolischen 
Asymptote ist fIberaU statthaft, was für Asymptoten nebenher auch noch vorhanden sein mö- 
gen. Beispidswefee will ich die verschiedenen möglichen Fälle zusankmenslellen, die bei Cur- 
ven der 5. Ordnung , welche neben einer semicubi-parabolischen Asymptote eine gewöhnliche 
parabolische Asymptote haben, Statt finden können. Wir müssen ms hierbei erinnern , dass 
etne 2hpttnctig eeculiirende Parabel dem Symbol h h und eine (2k+l)punctig osculirende dem 
Symbol lM-1 k entspricU;. Vor jeder Gleichung ist das entsprechende Symbol , nach jeder 
Gleichung die AnzaU ihrer Constanten bemerkt 

»2^ (p^-Aq^Xr^HJs) + MiV+^Xr+ßyt + ^w =c o , ♦) [17] 

»33 + ^(p+aKrHr(»+?)) -f- ^w = o, [1«] 

• 43 + /"(p+«)(rM-a(fH-C)) + pw, [15] 

»44 .*...+ /i(p-fa)(rH^s) + pw, [14] 

* 54 + ß(fHOirM-as) + fCv+ß) = o, [13] 

»56 + f<(p+«)(rH<r8) + p «: o , [12] 

332.32 ip^^q«Xi4-%s) + ^(p^^t)(r+ft + p<p+«) = o, [161 

333.33 (p^Aq^(r2+as) + ^ictu + p ^ o , [15] 

»43 + i«(i4-iff)u + p = , ■ [14] 

»44 + iu(r=M-o») + pw = o, [13] 

»54 + iu(r^M-as) + (>(r+/J) == o, [12] 

»55 + Mr^M-os) + p » 0, [11] 

433^ (p^^^Xr^+^y«) + Mp-H»)H + ^ = 0, [14] 

»43 + A«(p+«)(r+i?) + p « o, [13] 

443^ (p*+Äq^rS-<F8) + A«(rM^O = o , [13] 

"*) Auf den Aoadruck (^'+<X9), welcher eine ibenablige Constante einschliesit, sind pur diejenigen 4 
ConsUnttn va rechnen , yon welchen die bezüsliche Parabel abhängt 
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444,44 (p^+lq^Kr^-fas) + ^t = o , [18] 

. M +.^(r+iff) =0, [llj 

544,44 (p3+itq2)(r2+<xs) + Ai(p+a) = o, [11] 

SS5,55 (p^+Xq2)(r2+a8) + /w = o. [10] 

183. Als letztes Beispiel wollen wir die dingen der 6* Otinnng mit zwei Onippea 
semicubi-parabolischer Asymptoten behandeln, uns hierbei indess auf die symbolische DarsteUnng 
der 30 verschiedenen möglichen Fälle beschranken. Es ergibt sich hier das folgende Schema : 



322,322 


332,332 


433,433 


332, » 


333,333 


443, » 


333, » 


433, > 


444,444 


433, » 


443, » 


544, » 


443, » 


444, » 


554, » 


444, » 


544, n 


544,544 


544, » 


554, » 


555,555 


554, » 


555, » 


655, » 


555, » 


655, » 


000,0110. 


655, n 


666, • 




666, » 







Wir erhalten die Ordnung der Annäherung der Curve an die durch eines der rorste* 
henden Symbole bezeichnete semicubi-paraboHsdie Asymptote, wenn wir die drei Ziffern die- 
ses Symbols addiren , von der Summe 5 abziehen und dann durch 3 dividiren. Für die bei- 
den Asymptoten kann hiemach zugleich bestehen die Ordnung f mit der Ordnung |, 1 bis 
3f und 4| ; überdiess die Ordnung 1 nur mit der Ordnung 1, die Ordnung 1} mit den Ord- 
nungen li bis 3| und 4|; 1| mit If und 2; 2i mit 2|, 2| und 3; 2| mit 2f ; 3f mit 3( 
und 3f ; endlich 4$ mit 4$. 

134. In dem allgemeinen Falle semicubi - parabolisdier Asymptoten gibt es neben der 
einzigen nebenpuncäg osculirenden semicubischen Parabd, unendlich vide andere sieben und 
auch achtpunctig osculirenfle andere Asymptoten der dritten Ordnung. Der Kürze 
halber wollen wir uns hier auf Curven der vierten Ordnung beschränken. 

Die allgemeine Gleichung der 130. Nummer können wir 'immer, durch Einf&hmng zweier 
überzähligen Constanten , auf folgende Form bringen : 

|p^ + Xq^ + (»(p+')jr 4- fii(f+ays + er = o, CD 

und dann treten die durch folgende Gleichung : 

p^ + Aq2 4- gCf+iy = o , (2) 

bei willktthrlicher Annahme von q und 9 , dargestellten Curven der dritten Ordnung , als 
siebenpunctig osiculirende Asymptoten statt der semicubischen Parabel : 

p^ + Aq2 «0, 
mit der sie ebenfiaUs einen siebenpunctigen Contact haben, in Evidenz. 

Wir können q immer so bestimmen, dass die (Heichung der Curve nachstehende Form 
annimmt : 

|p' + Xq^ + gCf+i}\T -h ^(pM-<ys) = o. (3) 

Dann steigt der Contact der Curve mit ihren Asymptoten (2) zu einem achtpunctigen, 
und da hierbei i noch überzählige Constante bleibt, gibt es unendlich viele solcher 
achtpunctig osculirenden Asymptoten der dritten Ordnung. Aber im Allgemeiaen können wir, 
durch keine Bestimmung jener überzähligen Constanten <f , den Contact der Curve mit einer 
dieser Asymptoten im dnem neunpuncügen ansteigen lassen. Diess kann nur dadurch gesche- 
hen , dass die zweite Potenz von p aus dem zweiten Gliede der letzten Gleichung ausfällt. 



en 
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Die Form dieser Glekhimg , welche dann folgende wird : 

jp' + Aq* + Qi^i)\r + /US = o, (4) 

zeigt, dass es nacli dieser Particularisation unendlicli viele neunpunctig osculirende 
Asymptoten der dritten Ordnung gibt , welciie , wie früher die achtpunctig osculirenden, bei 
willkührlicher Annahme von i durch die Gleichung (2) dargestellt werden. Dann aber be- 
findet sich unter den unendlich vielen neunpunctig osculirenden Asymptoten eine xehnpun- 
ctig osculirende; ffieser entspricht eine solche Annahme von <f, durch welche die vorste- 
hende Gleichung die folgende Form annimmt: 

jp^ + M^ + (>(p+*)}r + Kp+Ä) = o. (5) 

Wenn endlich , durch eine neue Particularisation^ die letzte Gleichung in folgende sich ver- 
wandelt : 

jp^ + Xq2 + (>(p+*)}r H- /u = o, (6) 

so gibt es, unter den unendlich vielen neunpunctig osculirenden Asymptoten statt einer xehn- 
punctig osculirenden eine 2Wölfpunctig osculir^ide. Wir sind auf diesem Wege zu den fol- 
genden Eesultaten gelangt , für die in dem FrOhem noch keine Analogie sich gefunden hat. 
Die Curven vierter Ordnung mit semicubi-parabolischen Asympto- 
ten haben, im. Allgemeinen, unendlich viele achtpunctig osculirende 
Asymptoten der dritten Ordnung, aber unter diesen keine neunpunctig 

osculirende. In besondern Fällen, dienurvonf — -^ 3j Constant 

abhängen, gibt es unendlich viele neunpunctig osculirende Asymptoten 
der dritten Ordnung, und unter denselben eine zehnpunctig osculirende. 
Und endlich kann noch in einem untergeordneten Falle diese sehnpun- 
ctig osculirende Asymptote durch eine zwölfpunctig osculirende ver* 
treten werden. 

Jede der fraglichen Asymptoten der dritten Ordnung hat , wenn sie eine mpunctig oscu- 
lirende ist, mit der Curve einen Contact der ( ^"^""j' Ordnung. 

Zweiter Fall. 

Gurveu mit Trident-Gurven als Asymptoten. 

135. Die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist die folgende: 

(p(P^4-^)+^)0n-^ + affn-2 = o, (1) 

oder auch die folgende: 

p(p2+Aq)0„-,3 + aßn-2 = 0, . (2) 

wenn wir statt der Trident-Curve eine gewöhnliche Parabel und einen ihrer Durchmesser in 
Evidems bringen. Aber es ist weder die Parabel noch ihr Durchmesser, und dso auch nicht 
die Trident-Curve , eine Asymptote der Curve. Wir überzeugen uns hiervon sogleich, wenn 
wir die let^rte Gleichung unter nad^tehenden Formen schreiben : 



(p^^Xq) ^-a ^-' 



pöa-3* 

Die erste Form zeigt , dass die Gleichung der Curve befriedigt wird , wenn wir q=qo und 
p gleich einer enflfchen Gjiosse ( — ^ j nehmen, km der «weiten Form folgt, das^ wir 
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um dieselbe Gleidumg zu befriedigen , q und f^ als uatodlich gross und ton derselbea Ord* 
nung betrachten können , wonach alsdann für dea Ausdruck (p^+A.q) ein Werth sich ergibt, 
der 2irar mendlich gr#ss ^ aber nur ron der Ordnung $ ist. Der geraden Linie P nähert 
sich hiemach die Corvo nur bis auf einen endlichen Abstand , sie bleibt von der Parabel: 

(2 ^. xq ^ o (S) 

ebenfalls in einer endUchen Entfernung, weil sie ron ihr, nach der Riditung ihrer Durdi* 
inesser um einen unendliiA gros&en Abstand , der mit p Von derselben Ordnung ist , eatfemt 
bleibt, mr sehen hieraus , dass die gerade Linie P , so wie auch die Parabel (3) , nach 
gehöriger Lagen - Aenderung , Asymptoten der Curve der n. Ordnung werden. 

Wir kennen die gerade Linie P und die Parabel (8) auf unendlichmalige Weise, paral- 
lel mit sich selbst, verschieben, ohne dass die Gleichung (2) ihre Form ändert Führen wir 
nemlich zwei willktthrliche Coüstanten y Utid S ein , wdche dui^ch die Bedingungs-ßleichung : 

Y + 2i =t o 
mit einander verknApft sind, so können wir die Gleichung (2), indem wir der Kftne wegen, 

oßn-. — [yAq4^-h2*yp+d^y]0n-3 = oSXa^i 
setzen , auf die folgende Weise schreiben : 

(P-1-7)((IH-^M-Xq)i3;,-^ + o'iln-a «= 0. 
Setzen wir hiemach, was immer erlaubt ist: 

p + y = p (p+*)^ + ^s p'2 + xy, 

so ergibt sich die folgende Gleichung: 

p'(p'^+^Y)®n-.3 + O'ß'n«, = , (4) 

wdche , in der Form , genau mit der Gleichung (2) flbereinstunmt 

Die Gleichung (2) enthält noch zwei fiberzählige Constanten. ^ Die eine derselben ÜÜt 
aas, wenn wir in der letzten Gleichung y so bestimmen, dass 

und dann kommt, mit ffinweglassung der tiberflttssigen Accente: 

P(P^+^)0n-^ + A«(P+a)0'n-3 + ^ßa-4 = ©. (5) 

Um die letzte fiberzählige Constante fortzuschaffen , können wir die vorstehende Glei» 
chung, durch Einffihrung einer neuen unbestimmten Constanten x, auf folgende Weise schreiben : 

P(pH^^(q+x))0o-o + ^P-|-O)0'n-^ — Axp0n-3 + pßn-.4 = 0, 

und dann x so bestimmen, dass 

^(p+a)0„^ — A)cp0„_3 + 9fl„_^= iU'p2ft».^+(>'i2a.3 = it*'(pH^ys)0n-4+<7(p-|-?)0ii-54-(>fl'n-6. 

Hiemach ergibt sich , wenn wir q an die Stelle von Cq+x) schrdben , und die Accente un- 
terdrücken : 

p(pH-lq)0n-.3 + iU(pM-yS)0n-4 ^ (P+Ö0n-5 + C^A-6 = •• («> 

Diese letzte Gleichung enthält die nothwendige Anzahl von Constanten , nemlich 

(^ - »> 

198. Wir flberzengen uns ohne Mühe davon, dass, wenn whr die Formen der beidoi 
Gldchungen (,5) und (6) zu Grunde legen , die gerade Linie P eine Asymptote der bezflg- 
liehen Curven ist, und dass die Parabd, deren Gleichung: 

p2 H- Xq = o (7) 

eine Asymptote dieser Curve ist, und zwar, in dem Falle der Gleichung (5), dne beliebige 
aus der Reihe der unendlich vielen vierpunctig osculirenden, und in dem Falle der Gleichung 
(6) die einzige fflnf punctig osculirende, welche in dieser Reihe sidi befindet 

Anf der geraden Linie P liegea drd Dmrchsdinittspuncte mit der Corvo uoendlidi writ 
vid doch ist diese gerade Linie nur eine gewöhnliche Asymptote« Die Parabd (7) ist in 
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dem Falle der Gleichung^ (5) nur eine rierpimctig^ osculirende Asymptote, mid in dem Falle 
der Glektong . (6) nur eine ffinfpunctig^ osculirende, obgleich einmal fünf and das andere 
Mal sechs Dnrchschnittspunete mit der Curve unendlich weit liegen. Hieraus folgt, dass 
sowohl die geradlinige Asymptote als jede der parabolischen Asymptoten , welche an xwei 
mendlidiai Zweigen der Curve sich hinzidken , ausser der Berübrung mit dem einen dieser 
beiden Zweige, auch noch ron dem andern derselben, in einem, dieser Bertthrung fremden, 
Puncto geschnitten werden. Curven mit zwei parallelen Asymptoten haben uns schon ana- 
loge Beziehungen dargeboten. 

137. Es kann in untergeordneten Fällen der Contact der Curve mit der geradlinigen 
Asymptote von einem gewöhnlichen bis zu einem (n— l)punctigen ansteigen, und ebenso der 
Contact mit der parabolischen Asymptote bis zu einem (2it— l)punctigen. Alle zwischenlie- 
genden Falle sind möglich und die Ordnungen des Contacts mit der geradlinigen und para- 
bolischen Asymptote beschranken sich gegenseitig auf keine Wdse« 

188. Um zu particularisiren , wollen wir zuerst den Fall der Curven 4. Ordnung be- 
trachten. Diese Curven haben nofhwendig noch eine zweite geradlinige Asymptote , und in 
der Aufzählung der einzelnen möglichen Fälle, wollen wir auch auf dieser zweiten Asymptote 
die Ordnung des Contactes berücksichtigen. Wenn wir, wie in der 82. Nummer: 

p2 + ^ 5 il 
setzen und die Ordnung des Contactes der bezilglidien Parabel mit der Curve durch die An^ 
zahl der unendlich weit liegenden Puncto , und diese Anzahl durdi eine römische Ziffer aus- 
drucken, so stellt sich das folgende Schema heraus: 

V 2. 2 pJIr + /u(pHys) = o , [11] 
» » 3 » 4- /"s «= o, [lOj 
» » 4 » + Kr+«) = 0, [9] 
» ». 2 p JIr H- A*P^ + «^P + ? = o , [10] 

VI 2. 2 pilr + /uJI + op + p = o , [10] 
» 8. 8 pJZr H-ap-fp«co, [9] 

VII 2. 2 pilr + MÜ + ? »0, [9J 
» 8. 4 pJlr + ^ « o. [8] 

ISO. Für die Curven der 5. Ordnung, wddie im Allgemeinen ausserdem noch zwd 
geradlinige Asymptoten haben, ergibt sich das nachstehende Schema, wem wir auf die mög- 
liche Unterscheidung dieser weiter keine RfldLsidit nehmen. 

V 2. 22 p/Irs + A<(p?+yt)u* + a(p+0 « o, [17] 
» 3. 22 ~ » H- A*P(p+«)tt 4- ow =3 o, [16] 
» 4. 22 » + iMp(p+a>i + a(p+C) =» o, [15] 

VI 2. 22 p Jlrs + ^(JI-fyp)u + ow « o , [16] 
>• 8. 22 pil(rs+x) + fi(f+a)u + C = o , [1*] 
» 4.22 » + Mp« -f C «» 0, [t4] 

VII 2. 22 pJlrs + ^llu + ow « o, [15] 

» 3. 22 pJl(rs4-x) 4- A«(p'+yt) = <>» I^^l 

» 4. 22 » + A*p^ + <^ + ? = o; [13] 

Vin2. 22 pJIrs + /u77u + o(p-f Q = o , [u] 

» 3. 22 p4?(r8+x) + fiH + a(f+Q = o, [13] 

» 4. 22 » H- <y(p4-0 «= 0, [12] 

IX 2. 22 pJIrs + /ullu + C »^ o, (13] 

8. 22 pi7(rs+x) + /iJl + $ «= o , [12] 
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4. 22 » + ? « 0. [11} 
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140. Wir können auch Trident-Curven als Asymptoten der Curven der frag^iehen Art 
in Evidenz bringen und zwar können wir in dem allgemeinen Falle jedesmal eine solche 
Trident - Cunre bestimmen , welche mit der gegebenen Curre in nnendlicher Entfernung noch 
einen Durchschnittspunct mehr hat, als das System der geradlinigen Asymptote und der 
fttnfpunctig osculirenden Parabel, und hiemach also mit ihr in einem zehn punctigen Contact 
steht. Der neue , zehnte Punct kann aber entweder auf der geradlinigen Asymptote oder der 
parabolischen unendlich weit liegen, wonach sich zwei verschiedene zehnpunctig 
osculirende Trident -Curven herausstellen: eine Relation, die in dem Vorherge. 
henden keine Analogie findet. 

Zur Erläuterung wollen wir zunächst die Curven der 4. Ordnung betrachten. Indem 
wir , der Kürze wegen : 

p/1 + X = r 
setzen , können wir , bei gehöriger Bestimmung von x , der allgemeinen Gleichung der frag- 
lieben Curven dieser Ordnung (der ersten Gleichung des Schema's der 138« Nummer) nach 
einander auch nachstehende beiden Formen geben: 

Tr+fin + (TP + (> = 0, 
Tr+fif^ + ap + p = o. 
Beidesmal hat die Trident-Curve T mit der Curve in unendlicher Entfernung einen zehn- 
pimctigen Contact; in dem ersten Falle aber ist die Ordnung der Annäherung an die beiden 
parabolischen Zweige | und an den hyperbolisdien Zweig 1, während in dem zweiten Falle 
die Ordnung der Annäherung an die beiden parabolischen Zweige 1 und an den hyperboli* 
sehen Zweig 2 ist. 

Bei Curven der 4. Ordnung von besonderer Art gibt es eine Trident-Curve , welche mit 
diesen Curven einen elf punctigen Contact hat, und zwar gibt es hier zwei verschiedene 
Fälle , denen die folgenden beiden Gleichungen , mit 11 Constanten entsprechen : 

Tr 4- /wil + (F =s o, 
Tr + /ip + a r= o. 
In dem ersten Falle ist die Ordnung der Annäherung an die beiden parabolischen Zweige 2 
und an den hyperbolischen Zweig 1 , in dem zweiten Falle an die beiden parabolischen 
2weige | und an. den hyperbolischen 2. Endlich gibt es noch einen einzigen Fall, in wel. 
eben der Contact ein zwölf punctiger ßmi die Ordnung der Annäherung für die paraboli* 
sehen Zweige wie fttr den hyperbolischen gleich 2 ist Diesem Falle entspricht die folgende 
Gleichung mit 10 Constanten: 

rr 4- a = o. 
141* Fflr Curven der 5. Ordnung erhalten wir das nachstehead^e Schema, in welchem 
wir vor jeder Oleidiung die Ordnung der Annäherung Air die parabolischen Zweige in Klam- 
mem und daneben die Ordnung der Annäherung fQr den hyperbolischen Zweig bemerkt haben. 
Auf die übrigen an der Trident*Curve sich nicht hinziehenden Zweige haben wir keine Rück- 
sicht genommen. 

Zehn punctig osculirende Trident-Curve. 17 Constanten. 

(i) 1 Trs + ia(n+yf)ü + aw = o, 

(1) 2 Trs + A<p(p+a)u + aw = o , 

Elf punctig osculirende Trident-Curve. 16 Constanten. 

(2) 1 Urs + fiJlu + aw = 0, 

(I) 2 T(r8+x) + At(p+a)u + C = o , 

(1) 8 Trs + /«p(p+a)u + a(p+0 = o. 
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Zwölfpunctig osculirende Tridoit-Curve. 16 Constanten. 

.(i) 1 Trs + /ui7u + a(p+0 = o, 

N (2) 2 T(rs+)f) + /t(p'+yt) =0, 

(3) 3 r(rs+x) + A«pu t S = 0. 

Dreizehnpuncüg osculirende Trident-Curve. 14 Constanten. 
(8) 1 Trs + /mJIu + C = o , 

(5) 2 r(r8+x) + mH^ a(p+0 =t o , 

(2) 3 T(v8+x) + 'inp2 + ap + p'= 0. 

Vierzehnpunctig osculirende Trident-Curve. 13 Constanten. 

(3) 2 r(rs4-x) + iun 4- C = 0, 
(3) 3 r(rs+x) + a(p+0 = 0. 

Fünfzebnpunctig osculirende Trident-Curve. 12 Constanten. 
(3) 3 JXts^x) + ? = 0. 

Wir überzeugen uns leicht, dass überhaupt, bei Curven einer beliebigen n. Ordnung, 
die Ordnungen der Annäherung der parabolischen Zweige und des hyperbolischen unabhän- 
gig von einander, jene durch jede beliebige halbe, diese durpfa jede beliebige ganze Einheit 
hindurch , .bis zu (n — 2) ansteigen können. 

Dritter Fall 

Curven mit cubi-parnbolischen Asyipptoten. 

142. Die allgemeine Gleichung solcher Curven irgend einer it. Ordnung ist, bei über« 
zähligen Constanten , die folgende : 

(p^+X'q )0n-3 + y'ß'n-a = , (1) 

wobei die cubische Parabel: * 

p3 + Xi = o, (2) 

eine Curve dritter Ordnung, die mit der gegebenen Curve drei gemeinschaftliche Asymptoten 
hat, vertritt. Die beiden Curven schneiden sich nur in (3fi— 6) Puncten, weil sie in unend- 
licher Entfernung einen sechspunctigen Contact haben. Ohne weder die vorstehende Glei- 
chung (1) noch ihre Form irgendwie zu ändern , ktonen wir die lineare Function Vq' mit 
jeder andern linearen Function vertauschen und insbesondere auch gleich Null setzen, wobei 
alsdann drei zusammen&Uende gerade Linien die cubische Parabel (2) vertreten. Diesem 
entspricht die folgende Oldchmig: 

p^0ii-3 + yÄ-^ = o , 
von der wir ausgehen wollen. Diese Gldchung ktanen wir, nach Einführung einer will- 
kührlichen Function ilq mit drei unbestimmten Constanten , auf folgende Weise schreiben : 

und dann, wenn wir den einzigen Fall ausnehmen, dass 

fjQ«-« = Kp-f«)ö^ii-^ + aißB-4, 
immer auf lineare Weise jene drd Constanten so bestimmen y dass aus dem omklammerten 
Ausdrucke in der Gldchung der Curve diejemgen Glieder , welche q^-^ pq«-^ und ^"^ ents 
halten ausfallen, wonach: 

= PL"(P+«)0n-4 + ^ßn-5l + <yflÜl4, 

= w(p+«)0i»-4 + oT'Qii-^ ; 

16 
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und hiernacli ergibt sich für die allgemeine Gleichung der fraglichen Curven : 

(pM-Aq)0n-3 + /ttp(p+a)0n-4 + aßn-4 = O. (3) 

Die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung ist die uothwendige und hinreichende, sie 
betragt: n(w4-3) . 

2 
143. Die durch die Gleichung (3) dargestellte Curve wird von der in Evidenz beten- 
den cubischen Parabel: 

p3 4-^ = 0, (4) 

nur in (3n— 10) Puncten geschnitten , weil 10 Durchschnittspuncte unendlich weit liegen. 
Der Contact ist also , indem die Parabel (4) an die Stelle der Parabel (2) getreten ist, von 
einem sechspunctigen zu einem zehupunctigen angestiegen. Dieses Ansteigen in der Ord- 
nung des Contactes müssen wir noch näher ins Auge fassen. Zuvörderst ist klar, dass die 
neue Parabel (4) wirklich eine Asymptote der Curve ist, denn, um die Gleichung dieser Curve 
zu befriedigen, können wir p^ und q als unendlich gross und von derselben Ordnung be- 
trachten ; alsdann kommt : 

,» + A, = - %^j^ = - f = ^/T-* = - mV*. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an die cubische Para- 
bel (4), wenn wir diese Annäherung nath der Erstreckung der geraden Linie P nehmen, 
' von der Ordnung | ist. 

Verschieben wir die cubische Parabel (4) parallel mit sich selbst und nach der Richtung 
von P so , dass fär ihre Puncto der Werth von q um irgend eine Constante x abnimmt , so 
hat sie in ihrer neuen Lage nachstehende Gleichung: 

p3 ^ xiq+x} = b, (5) 

und wenn wir die beiden für denselben Werth von q aus den Gleidiungen (4) und (6) sich 
ergebenden Werthe von p bezüglich durch p und (f+ß) bezeichnen, so kommt: 

(P+/*)^ — p^ + Ax = o, 
und mithin , wenn diese Werthe immer mehr wachsen : 

ß =:rz — JAx.p-2 = JjfAiq^. 

Dieselbe Parabel bleibt also nach einer Verschiebung der angezeigten Art, in allen ihren ver- 
schiedenen Lagen , ihre eigene Asymptote und zwar ist die Ordnung der Annäherung |. 
Wenn andrerseits der Abstand eines gegebenen Punctes von der Parabel (4) , nach der Er- 
streckung von P genommen, ein unendlich Kleines der m. Ordnung ist, so steigt die Ordnung 
der absoluten Annäherung dieses Punctes an dieselbe Parabel um |, so dass die Annäherung 
der Curve (3) an die zehnpunctig oscnlirende cubische Parabel (4) von der 1* Ord- 
nung ist. Ihre Annäherung an eine beliebige der Parabeln (5) is^ also von der Ordnung 
I ; und entspricht einem neunpunctigen Contacte. Wenn hiernach eine Curve von beliebiger Ord- 
nung überhaupt cubische Parabeln zu Asymptoten hat, so gibt es unendlich viele solcher 
Parabeln (die man alle erhält, wenn inan eine beliebige derselben parallel mit sich selbst 
und nach der Richtung von P verschiebt), wdche unter sich und mit der Curve einen neun- 
punctigen Contact haben, während, für eine einzige derselben, der Contact höher ansteigt 
Die cubische Parabel ist alsdann als eine Curve dritter Ordnung zu betrachten, anf deren 
jeder Asymptote drei Durchschnittspuncte mit der Curve unendlich weit liegen. 
Fig. 9. Eine cubische Parabel bleibt auch dann noch ihre eigene Asymptote , wenn wir sie so 
umgestalten, dass ihre Gleichung (4) in die folgende übergeht:^ 

p' + ^(q+rp+»f) = p^ + ^' = o, (6) 

Uk itr y und x zwd willktthrUche Constanten bezeichiken. Hiemadi kann nicht nur der 
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Wendungspimet der Parabel jede beliehig^e Lage auf der geraden Linie P dnnelunen , son- 
dern auch die Tangente in diesea Wendungspuncte , welche ursprünglich mit der Linie Q 
^susammenfUlt , um den Wendungspunct, beliebig sich drehen. Bei analoger Beaeichnung wie 
eben, finden wir : 

und also ist hier die Ordnung der Annäherung bloss }. Dasselbe .ist die Ordnung der An- 
näherung der Curve (3) an jede der Parabeln , welche , bei einer willkührlichen Annahme 
von K und y^ durch die Gleichung (6) dargestellt werden. Der Contact ist ein achtpun- 
ctiger, weil je zwei der Parabeln (6) .in einem einzigen Puncto M sich schneiden. Zieht 
man die Gleichungen derselben von einander ab , so ergibt sich , dass dieser einzige Durch- 
schnittspunct auf derjenigen geraden Linie liegt, welche durch den Durchschnitt G der beiden 
Tangenten in den Wendungspuncten der beiden Parabeln , parallel mit der geraden Linie P 
gelegt werden kann. 

Wenn wir femer die Parabel (6), parallel mit sich selbst und mit der Linie P, ver- 
schieben^ wonadi ihre Oldchung'die folgende form annimmt: 

(p-f w)3 + A(q+yp+x) = o , (7) 

80 ist die Grösse dieser Verschiebung das Maass der Annäherung an die Parabel (4) , so 
wie an die Curve (3). Die hiernach, bei beliebiger Annahme von n^ p und x, durch die 
Gleichung (7) dargestellten Parabeln sind also keine Asymptoten der Curve mehr, doch bleibt 
die Annäherung auch in unendlicher Entfernung eine endliche. Der Contact aller solchen 
Parabeln unter sich und mit der Curve (3) ist als ein siebenpunctiger zu bezeichnen. 

Wenn wir endlich in der letzten Gleichung dem constanten Coefficienten X einen andern 
Werth beilegen ^ so stellt die resultirende Gleichung : 

(f+ny + Xii =0, (8) 

eine solche cubische Parabel dar, welche in unendlicher Entfernung unendlich weit von der 
ursprünglichen Parabel (4) und der Curve (3) sich entfernt. Dann können wir den Contact 
als einen sechspunctigen bezeichnen* Auf den Werth von n kommt es hierbei gar nicht 
an. Wir können auch n==o setzen ; dann schneiden sich bloss irgend zwei der in Rede ste- 
henden Parabeln, in solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen, während, im Allge- 
meinen , die drei Durchschnittspuncte jede beliebige Lage haben können. In diesem letztem 
Falle nur — und auch nicht in dem Falle der Gleichung (7) — ist die Parabel (8) als eine 
solche Curve dritter Ordnung anzusehen , welche mit der gegebenen bloss drei gemeinschaft- 
liche Asymptoten hat. 

144. Wir können, nach dem Vorhergehenden, der allgemeinen Gleichung der Curven 
der tu Ordnung mit cnbi-parabolischen Asymptoten, nach einander die nachstehenden Formen 
geben : 

(p»+Aq)0n-^ + iU(p^(>r)0'n-3 + ofln-.4 « O, 
(p^-Aq)0o«.3 + fifif+a^&n^ + oßn-4 = O, 

(P^Aq)©„-^ + /«(p+a)0n-3 + oßB_4 = o, 

(p^+Aq)©«-3 + iU(p^(»r)0n-^ + crßn-4 = o, 
(P^Aq)0|i-3 + iUp(p+a)0n-.4 + Ori2a-4 = 0. 

Hierbei steigt der Contact der Curve mit der in ihrer Gleichung in Evidenz gebrachten cu- 
bischen Parabel von einem sechspunctigen stufenweise zu einem zehnpunctigen an. Es 
muss dieser Contact mindestens ein siebenpunctiger sein, wenn die cubische Parabel eine 
Asymptote der Curve sein soll. 

145. In untergeordneten Fällen kann die Curve unter den unendlich vielen neunpunctig 
osculirenden Parabeln , die man alle durch parallele Verschiebung einer unter ihnen erhält, 
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statt der zehnpuncti; osculirenden eine mehrpunctig osculirende sich befinden, und fttr diese 
der Contact bis zu einem Siipunctigen ansteigen. Fttr jeden neuen Durchsclinitts - Punct der 
nnendlidi weit rttckt, steigt die Ordnung des Contactes um }, indem die Gleidiung der, 
Curve eine ihrer Constanten verliert. Hat also die Curve eine mpunctig osculirende cubi- 
parabolische Asymptote — und m kann durch jede Einheit hindurch bis zu der eben ange- 
zeigten Oränze wachsen — so ist die Ordnung der Annäherung: f — - — \ und ihre Glei- 

— - — - — (m— 6) j Constanten. Je nacMem m eine ganze Zahl von der 

Form 3^ , (3^-4-1) oder (SjH-S) ist , ergeben sich f&r die Gleichung der Curven die nächste- 
henden Formen mit einer überzähligen Anzahl von Constanten: 

(pM.Xq)ß„_3 -f iM(p2+(»r)0n-^-i 4- ößü-i^i = 0, 

(P*-Uq)ßn-3 + i"pCp+a)0n~g-i + Oßn-g-, = 0, 
(p^^q)Ä-3 + iM(p+a)0n-g-i + aßn-g-, = o. 

146. Wenn zwei cubische Parabeln unter dnander einen mpnnctigen Contact haben, so 
schneiden sie sich, je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet, in einer unge- 
raden oder geraden Anzahl von Puncteü, und demzufolge liegen die beiden unendlidien Zweige 
einer auf der entgegengesetzteta oder auf derselben Seite der andern. In der 9. Figur sind 
zwei einander achtpunctig osculirende cubische Parabeln zusammengestellt Die beiden un- 
endlichen Zweige der Curve der n. Ordnung liegen auf derselben Seite ihrer sie neunpun- 
ctig osculirenden cnbischen Parabeln. Verrttcken wir diese Parabel bis zu derjenigen Granz« 
Lage, wo ihr Contact mit der Curve höher ansteigt, so liegen die beiden 'Zweige der Curve 
auf entgegengesetzter oder auf derselben Seite dieser Parabel , je nachdem eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Durchschnittspuncten unendlich weit liegt 

147. Um zu particularisiren , wollen wir uns auf die Curven der 4. und 5. Ordnung 
besdiränken. Die Curven der 4. Ordnung, welche cubisdie Parabeln zu Asymptoten haben, 
haben ausserdem noch eine geradlinige Asymptote, Indem wir die Ordnung des Contactes 
fttr die cubi-parabolische wie fttr die geradlinige Asymptote durch die Anzahl der unendlich 
weit liegenden Durclischnittspuncte bezeichnen, erhalten wir das nachstehende Schema der 
mOgUcheih Falle , in welchem nach jeder Gleichung die Anzahl der (notfawendigen) Constan- 
ten bemerkt ist. 

10. 2. (p^+^)r + /ip^ -1- ()p 4- a = o , [10] 

11. 3. (pMq)r 4- /«p + (> = o, [9] 

12. 4. (pMq)r + // = o. [8] 

148. Fttr Curven der 5. Ordnung , welche neben cubi • parabolischen Asymptoten im 
Allgemeinen zwei geradlinige haben, erhalten wir bei analoger Bezeichnung das folgende 
Schema von verschiedenen Fällen: 

10. 22 (pMq)r8 + /ip(p+a)t + ow = o , [M] 
» 32 ' i + i"p(p^-a)(^f /?) + ow « o , [15] 

- » 42 n 4- iup(p+a)r + ow =» o , [14] 

»52 » + A«P(P+«)if + <J(r+y) « ; [13] 

11. 22 (p*+Xq) (rs+x) + ^(p+a)t 4- o « o, [15] 
» 83 (p^-f ^q)r8 + ^(p+a)t + 4J = o , [14] 
» 48 » + iU(p4-aXr+ft + <y = , [IS] 
»58 »4- ^(p+a)r 4- <F es o; [12] 

12. 22 (p'-4-^)(rs4-x) 4- yi(p^+«i;) « o, [14] 

(p«+Aq)rs 4- iw(p*-Hrt) = o, [18] 
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12. 44 (p^+Aq)rs + ot *= o, [12] 
»54 » -f <j(rH-a) = o; [11] 

13. 22 (p^+^q)(rs+x) + fif^ + Qf + o = o , [13] 
» 33 (p*+Xq)r8 4- fif^ + ^t + ^^ = o; [121 

14. 22 (p3+^)(r8+x) + /<p + a = o, [12] 
» 44 (p^+Aq>rs + fif + o^^ o; [11] 

15. 22 (p^4-Xq)(rs+x) + ^ ss o, [11] 
» 55 (p^+Xq)rs + /« = o. [10] 

Vierter Fall. 

Curven mit drei parallelen Asymptoten. 

149. Diesem Fade entspricht die folgende Gleichung: 

(p'+ap4-i?)0n-3 + yfl'ih-. = , 
welche sich zunächst, wie in dem 3. Falle auf: 

p3 + yßn-Ä == , 
reducirt. Aber in dem eben genannten Falle blieb von der Discussion derjenige untergeord- 
nete Fall ausgeschlossen, wo insbesondere 

und dieser untergeordnete Fall ist derjenige, mit dem wir uns jetzt zu beschäftigen haben« 
Er setzt also auch schon in der Function Sin-^^y damit wir nicht auf den 2. Fall zurück- 
fallen, eine ähnliche Particularisation voraus, als in der Function i3n^a. Wir haben hiemach 
die folgende Gleichung näher zu betrachten: 

P^0n-.3 + ^(p+ajö'ii-a + aßn_4 = O. (1) 

Es springt aus dieser Gleichung in die Augen, dass jede gerade Linie, welche mit der ge- 
raden Linie P parallel ist, die bezügliche Curve nur in (n— 3) Puncten schneidet, weil drei 
Durchschnittspuncte unendlich weit liegen: es hat, mit andern Worten, dieCurve einen 
dreifachen Punct, der nach dieser Richtung unendlich weit liegt Eine 
Asymptote entspricht einer Tangente in diesem Puncte, auf ihr' muss ein vierter Durch- 
scbnittspunct unendlich weit liegen. 

150. Wir können der letzten Gleichung, indem wir drei willkührliche Constanten x, x 
und X ' einführen , die folgende Form geben : 

(P+^)lP+x)(p+x")0n-3 — (X+X+X")p20„_3 + pjp0'n-b — (XX 4-Xx"+X x")©i,-3 } 

+ j (»aö'n— 3 — XX'X '0n— 3 | + öflo— 4 = O. (2) 

Zuerst sehen wir, dass wir, bei jeder beliebigen Bestunmung von x, x' und x", auf die Form 
der Gleichung (1) zurückkommen, vorausgesetzt dass 

X -f X -h X ' = o. (3) 

Also erst nachdem wir zwei der drei mit P parallelen geraden Linien 

p + X = o, p + x = o, p + x" == 0, 

willktthrlich angenommen haben, ist dadurch die Form der Gleichung (1) und die dritte die- 
ser geraden Linien bestimmt 

Wir können die Form der Gleichung (2) noch weiter particularisiren , und neben der 
Bedingung» - Gleichung (3) die folgenden beiden aufstellen: 



XX + xV -h ^^' == 9j 



xxV s= po,* (4) 

alsdann nimmt, indem wir 

({\&,^ ~ 0n-3 j = KP+/O0II-.4 + ^ß»-5, 
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setzen, die Gleichung der Curve die nachstehende Form an: 

(p+X)(p+x')(pV)0n-3 + /M(p+a)(p-|-)^0n_4 + cxi?„_4 = O. (5) 

Diese Form enthalt noch 2wei überzählige Constanten. Einerseits können wir, unbe* 
schadet der Allgemeinheit, eine der drei Constanten x, x und.x", etwa die letzte gleich Null 
setzen. Diess kommt darauf hinaus, die Function (p+x") mit p zu vertauschen, wodurch die 
Form der vorstehenden Gleichung sich durchaus nicht ändert. Andrerseits können wir, weil 
die C^nstanten der letzten beiden Glieder der vorstehenden Gleichung nicht von einander un- 
abhängig sind, 

setzen, und erhalten alsdann die folgende Form: 

P(P+x)(p4-J«')0n-^ + it*Cp+D(p4-f )0i,-4 + ^(P+5)0|i-5 /+ yfln-6 = O , (6) 

welche die gerade nothweudige Anzahl von Constanten enthält , nemlich : 

/ 11(11-4-3) -\ 

[r~2 — ?> 

151. Die drei ursprünglichen Constanten x, x und x" sind nach den Bedingungs- Glei- 
chungen (3) und (4) die drei Wurzeln der folgenden Gleichung des dritten Grades: 

Z"' -{- Xz — Aa = o. 
Eine dieser Wurzeln , etwa x\ ist immer reell , die beiden andern können sowohl imaginär 
als auch reell sein. In untergeordneten Fällen können zwei Wurzeln, und auch alle drei 
Wurzeln einander gleich sein. ^ und C sind in dem Vorstehenden dadurch bestimmt, dass: 

?C = - er, 
und dso Wurzeln der folgenden Gleichung des zweiten Grades: 

z^ — ia+ß)z — a = o. 
Sie können hiemach eben sowohl imaginär als reell sein. 

Der Gleichung (6) entsprechen solche unendlich weit entfernte Pnncte, fttr welche p, (p+x) 
und (p+x ) verschwinden. Für diese Puncto ergibt sich, nach gehörigen Vernachlässigungen : 
er 01,-4 er rr • rr 

XX 1^x1—3 XX * ' «^ *^ x(X — X ) ^ ' * X (x — x) ^ 

indem wir durch q irgend eine beliebige lineare Function bezeichnen, die hier einen unend- 
lichen Werth erhält. Wir sehen hieraus , dass die drei geraden Linien : 

P = ö, p + X = o, pH-x' = o, 

drei gewöhnliche Asymptoten der Curve sind , die an ihren beiden entgegengesetzten Seiten 
sich hinzieht Bestimmen wir, wie in dem ersten Paragraphen, das reciproke Maass der An- 
näherung der Curve an ihre geradlinigen Asymptoten, und nennen dasselbe für die drei vor- 
stehenden Parallel - Asymptoten z/', ^" uhd J"\ so kommt: 

^' : z/" : z/"' = (X -X) : -. X : X. 
Diese Proportion zeigt, dass, wenn das Maass der Annäherung auf zwei der drei paralle- 
len Asymptoten gegeben ist, dadurch das Maass der Annäherung auf der driUen bestimmt 
wird , und zwar erhalten wir hier folgende nähere Beziehung. 

Das reciproke Maass der Annäherung irgend einer gegebenen Curve 
mit drei parallelen Asymptoten an jede derselben ist dem Abstände der 
beiden andern parallelen Asymptoten von einander proportional. 

Aus der vorigen Nummer ist klar, dass wir hier vier verschiedene Fälle zu betrach- 
ten haben. Die drei parallelen Asymptoten sind: 

1) alle drei reell, 

2) zwei derselben sind imaginär. 
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3) zwei derselben fallen zusammen, 

4) es fallen alle drei Asymptoten zusammen. 

152. Wir wollen zuvOrderst den Fall' dreier reellen parallelen Asymptoten discutiren 
und uns, W4Hiurcli wir hinlänglichen Aufsehluss über die Natur solcher Asymptoten ttberiuuipt 
erhalten werden , auf die Curven der 4. und 5. Ordnunji^ beschränken. 

Die Curren der 4. Ordnung , welche neben drei parallelen Asymptoten immer noch eine 
vierte geradlinige Asymptote haben, werden durch folgende aUgemeine Gldchung dar- 
gestellt : 

P(p-+-^)(p+x )q + Ap2 + ^p + er =.0. 
Die Ordnung des Contactes auf einer der drei parallelen Asymptoten kann nicht hoher an- 
steigen , weil sonst mehr als vier Durchschnittspuncte mit der Curve auf ihr liegen mttssten. 
Die vierte Asymptote aber ist in den Fällen der folgenden beiden Gleichungen bezüglich eine 
drei- und vierpunctig osculirende: 

P(p+x)(p+x)q + ^p + <T = 0, 

P(p+^)(p4-x')q + <T = o. 
Fttr die Curven der 5. Ordnung ergibt sich das nachstehende Schema , in welchem, vor 
jeder Gleichung , die Anzah) der auf jeder der drei parallelen Asymptoten, die Ordnung des 
Contactes bestimmenden und dann der, auf den beiden übrigen Asymptoten unendlkh weit lie- 
genden Puncte , und , nach jeder Gleichung , die Anzahl der nothwendigen Constanten be- 
merkt ist. 

P(p+x)(p-f-x )qr + iwCp+OCp+Ds + Xp + o = o , [15] 
» + ^tctp+DCp+OCq+Z^ + Xp + a = 0, [14] 

» + Mp+DCp+Oq + Xp 4- a = 0, [13] 

» + iwCp+OCp-fOq + o = o, [12] 

» + i"(p4-D8 + a = 0, [13] 

» + i"(p+?)(q+/?) + <T = , [12] 

» + iM(p+Dq + CT =» 0, 111] 

» + /«s^ = o, [11] 

» H- i"q + <y = ; [lö] 

P(p+x)(p+x )qr + iUp(pH-C)s + Ap + a = , [14] 

» + /«p(p+D(q+/?) + Ap + «^ « o , [13] 

» + /<p(p+Oq + Ap + <7 = o, [12] 

» + /<p(p+Dq + <r =•' 0, [11] 

» 4- fifS H- flr = , [12] 

» 4- iwp(q+/^ + er = 0, [H] 

» + i"pq + a = o; [1^] 

P(p-fjf)(p+3f'jqr + /"p(p4-x)s + Ap + a = o , [13] 

» + /'pCp+'^Xq+Z?) + Ap + o = 0, [12] 

» + ;wp(p4->f)q H- Ap -f'cy = o, [11] 

» + iwp(p+»f)q + a = o; [10] 

p(p+x)(p+»f')qr + iup^ + Ap2 + ()p + <T = , [12] 

» + Ap^ H- (>p + a = , [11] 

* 4- (>p + <T = o, [10] 

» + a = 0. [^1 

Es kann der Contact auf jeder der drei parallelen Asymptoten einer Curve einer bdie- 
bigen n. Ordnung, unabhängig von dem Contacte auf den beiden andern, von einem ge- 
wohnlichen bis zu einem (n— 2)punctigen ansteigen. Bei Curven dieser Ordnung können 
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hiernadr (n— 2)(ii— Du 

1. 2. 3 
verschiedene Fälle vorkommen. 

153. Wenn xwei der drei parallelen Asymptoten imaginär werden, so kann diedritte, 
durch alle Ordnungen des Contactes hindurch , bis zu einer (n— 2)punctigen ansteigen. Die 
beiden imaginären Asymptoten können ebenfalls osculirende Asymptoten sein, osculiren dann 
aber beide nach derselben Ordnung. Diese Fälle bedürfen keiner weitem Erörterung mehr. 

154 Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so nimmt die 

— 2 — ~ ß 
Constanten ab: 

Für solche Puncte, welche nach der Richtung der Doppel-Asymptote P unendlich weit liegen, 
gibt diese Gleichung : 



X * f n— 3 X 



mithin ist die Ordnung der Annäherung an diese Doppel -Asymptote im Allgemeinen gleich §. 
Diese Ordnung steigt schrittweise für jeden neuen DurchscbniUspunct mit der Curve, der un- 

n 2* 

endlich weit rückt , um eine halbe Einheit, und zwar möglicherweise bis — ^— • Alle Formen 

der Curve , zu denen wir in dem 5. Paragraphen gekommen sind , finden sich hier wieder, 
die parallele dritte Asymptote stört hierbei durchaus nicht 

155. Wenn alle drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so erhält die all- 
gemeine Gleichung (6) die nachstehende Form und hängt alsdann nur von f — ^- 7 J 

Constanten ab: 

p^0n-3 + iU(p+CXp+C)0n-4 + ^(P+5)0n-5 + ofl„_6 = 0. (1) 

Im Allgemeinen erhält man für unendlich weit entfernte Puncte: 

woraus ersichtlich ist, dass die Ordnung der Annäherung an die dreifache Asymptote bloss 
} beträgt und dass die Curve gegen diese Asymptote dieselbe Lage hat, als gegen eine ge- 
wöhnliche Asymptote. Drei unendliche Zweige der Curve reduciren sich auf einen einzigen, 
und dieser fällt in unendlicher Entfernung mit demjenigen , der durch die Gleichung : 

^ p'q + ^C?* = o 

dargestellten Hyperbel höherer Ordnung zusanunen, welcher an derselben Asymptote P sich 
hinzieht. 

156. Wenn insbesondere C verschwindet und dadurch die Anzahl der Constanten um 
eine neue Einheit sich reducirt, so stellt die resultirende Gleichung: 

eine solche Curve dar, deren drei an P sich' hinziehende unendliche Zweige annäherungs- 
weise durch die an derselben Asymptote sich hinziehenden Zweige einer Curve der 5. Ord- 
nung, deren Gleichung die folgende ist: 

P V + A*?pq +^5 = 0, 
dargestdlt werden. Die vorstehende Gleichung können wir unter der nachstehenden Form 

schreiben: . «^ . w, . X%^ 1% . 

(P'q + MD(pq+^) - ^ p'q = , 
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aus welcher ersicfaüich ist, dass sie für unendlieh weit entfernte Pimcte auf zwiefache Weise 
befriedigt werden kann, sei es, dass wir 

P^q + /mC = o 
setzen, wonach pq^oo wird, odo: dass wir 

/^Cm + ^S = o 
setzen , wonach p^q verschwindet Hiemach hat die gegebene Gurve nach der Richtung von 
P eine Spitze erster Art, und für die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bil- 
den ist die Ordnung der Annäherung |, An derselben Asymptote zieht sich zugleich ein 
hyperbolischer Zweig hin, der von der, durch die letzte Gleichung dargestellten, Hyperbel 
dreipunctig osculirt mrd. Das Maass der Annäherung ist hiemach unmittelbar gegeben. 

Der somit bestimmte Fall hängt von ( — - — - — Sj Constanten ab. 

157. Wenn in der letzten Gleichung audi C verschwindet und die Anzahl der Constan- 
ten sich hiemach auf ( — 9 ] reducirt , so ergibt sich : 

p30„_3 + iMp20„_4 + A(p+g)0n-.5 + ofl„_6 = 0, 

und die drei unendlichen Zweige werden durch einen einzigen vertreten , welcher annähe- 
rungsweise mit dem an der Asymptote P sich hinziehenden Zweige der Hyperbel höherer 
Ordnung, deren Gleichung die folgende ist: 

pV + A| = 0, 
isusammenfällt Dieser Zweig liegt ganz auf derselben Seite der genannten Asymptote und 
die Ordnung der Annäherung beträgt |. In diesem Falle, wie in dem vorhergehenden liegen 
fünf Durchschnitte der Linie P mit der Curve unendlich weit , wonadi diese mindestens von 
der 5. Ordnung sein muss. 

1S8* Wenn endlich auch g verschwindet, so kommt: 

p^0n_3 + A*P^0n-4 + ^PÖn-S + oi^^ = O. 

Dann erst hat die Curve drei unendliche Zweige , welche die Linie P zur gemeinschaftlichen 

Asymptote haben. Es hängt dieser Fall von ( — - — - — 10 j Constanten ab , und es kann 

derselbe, weil die Asymptote P mit jedem der drei Zweige zwei unendlich weit entfernte 
Puncte gemein hat , erst bei Curven der 6. Ordnung Statt finden. Zur Bestimmung des 
Maasses der Annäherung der drei Qyp^bel - Zweige an ihre gemeinschaftliche Asymptote 
erhalten wir die folgenden drei Hyperbeln: 

pq + X == o, pq + x" = 0, pq + x"' » o, 

indem wir die Wurzeln der nachstehenden cubiscben Gleichung: 

x^ + jux2 + ;Lx + a = , 
durch X, x" und x" bezeichnen. Ist eine dieser drei Wurzeln gleich Null, so wird der be. 
zflgliche Zweig von der gemeinsamen Asymptote P osculirt : und in untergeordneten Fällen 
können auf jedem der drei Zweige bis (n— 3) Durchschnittspnnctii unendlich weit rücken. 
Wenn zwei der drei Wurzeln x , x", x " einander gleich sind , so bilden im Allganeinen zwei 
der drei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art ; daneben behält die Curve 
einen gewöhnlichen hyperbolischen Zweig, welcher die Asymptote d^s Spitze auch zu der 
seinigen hat Ueberhaupt kann , neben allen den, im vorigen Paragraphen discutirten Fällen, 
die Curve ttberdiess noch einen hyperbolischen Zwdg mit derselben Asymptote haben. End- 
lich können auch die Werthe von x alle drei einander gleidi sein. .Dann hat die Curve, im 
Allgemeinen, noch keine drei sich osculirende unendliche Zweigen - Paare, so wenig, als sie 
in dem Falle der 155. Nunuaer ^rei sich einfach bertthrende uneiidliche Zweigen-Paare hat, 

17 
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und es ergeben sich neue untergeordnete Fälle, denjenigen der 156. und der folgenden 
Nummern analog , wobei eine Hyperbel an die Stelle der geradlinigen Asymptote tritt und 
der Contact um eine Ordnung ansteigt. 

159. Wir wollen zur Erläuterung und als Beispiel für die Erörterungen der vorigen 
Nummer die Curven der 6. Ordnung nehmen. Wenn Curven dieser Ordnung drei Paare hy- 
perbolischer Zweige haben, welche an derselben Asymptote P, ohne sie zu osculiren, sich 

hinziehen, so^ ist die allgemeine Gleichung derselben^ mit den nothwendigen (ir^"~^^)= ^^ 

Constanten, die folgende: 

ß = p'rst + /wp^uv + Xpw + er = o. (1) 

Für die beiden linearen Functionen , von welchen alle übrigen abhängen, wollen wir p und 
eine willkührliche zweite Function q nehmen. Die Form der vorstehenden Gleichung zeigt, 
dass wir alsdann £2 auch als eine ganze Function von pq und p betrachten und demzufolge 
diese Gleichung auch in die folgende auflösen können: 

(pq)3 + ^(pq)2 + X(pq + a 

+ V\ainy + ß(V^^ + y| + p2j*(pq)^ + €(pq) + Cj 
+ p^hCpq) 4- ^j + pM'^Cpq+S)} + ^P* + QP^ = 0. (2) 

Diese Gleichung enthält zwei überzählige Constanten, welche auf die# willkührliche Annahme 
der linearen Function, oder, was dasselbe heisst, der entsprechenden geraden Linie Q, 
kommen. 

Wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung dritten Grades 

o>^ + /tt«^ + A« 4- <r = o, (2y 

durch m\ <o' und co"* bezeichnen, so können wir die erste Zeile der Gleichung (2) auf fol- 
gende Weise in Factoren zerlegen: 

(pq + «' )(pq-Ho"XpqW') , 
und demnach, indem wir 

pq + » = r, pq + « " = y + « , pq + w'" = Y 4- yr' , 

setzen, die Gleichung (2) folgendergestalt schreiben: 

+ lyp'CY+ü) + xp\Y+il/) 4- yp* + (>p^ = 0, (4) 

oder , indem wir die in der 122. Nummer gebrauchte Bezeichnung beibehalten auch folgen- 
dergestalt: 

YiY+nXy-i-n) + «pVi Y^ + rtV^^ + ?P?5 = o. (5) 

Im Allgemeinen sind diejenigen drei Hyperbeln , welche durch die folgenden drei Glei- 
chungen: 

Y=o, Y+jr = o, Y4-w' = o, 

dargestellt werden, von der Art, dass sie die drei Paare an P sich hinziehender unendlichen 
Zweige der Curve drei punctig osculiren. Um die richtige Anzahl der nothwendigen Con- 
stanten zu erhalten, müssen wir, weil eine solche Hyperbel zwei willkühriiche Constanten, 
welche auf die wiUkührlidie Lage der zweiten Asymptote Q kommen , mit sidi bringt , auf 
die Function Y nur drei Ctinstanten zählen , unter welchen diejenigen beiden, von welchen p 
abhängt, einbegriffen «ind. Aus den Gleichungen (4) und (5) können wir immer, indem 
wir Y mit ( Y-Hp+Ip^) vertauschen und dann die beiden Constanten b und § gehörig bestim- 
men , die zfi'eite Potenz von Y fortschaffen , wonach die folgende Form mit den 17 .noth- 
wendigen Constanten hervorgeht: 

Y{,Y+nXY+n:) + yp9>sY+ CpVs = o. [17] (6) 

Wir können endlidi auch die beiden überzähligen Constanten aus der Gleichung (5) 
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dadurch fortschaffen, dass wir, statt Y, die jfünfpiinctig osculirende Hyperbel Y\ in Evidenz 
treten lassen. Es ergibt sich hier unmittelbar folgende Form: 

YKYi+TjjCYt+Ä) + apyiY|2 + rpysYt + Cp^ys = o. [17] (7) 

Diess setzt aber natürlich voraus, dass die Curve wenigstens ein Paar h3rperboliseher Zweige 
hat, was indess in dem Falle dreier gleichen Wurzeln der Gleichung (3) im Allgemeinen 
nicht Statt findet. 

160. So lange die Wurzeln der Gleichung (3) alle drei reell und vpn einander* ver- 
schieden jsind , hat die Curve drei Paare unendlicher Zweige mit drei verschiedenen fünfpun- 
ctig osculirenden Hyperbeln, welche unter einander auf der gemeinschaftlichen Asymptote P 
eine blosse Benlhrung haben. Diese Hyperbeln treten in der nachstehenden Gleichung durch 
die Functionen Y| , Yj und Y3 unmittelbar in* Evidenz : 

555 YjY^Ys + ppV,Yi + crp^ys =*o, [17] (8) 

welche , da auf das erste Glied 11 Constanten kommen , die gerade nothwendige Constan- 
ten - Anzahl enthält. Jede der drei Hyperbeln schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil 
9« nach der Richtung von P hin, unendlich weit liegen. Von diesen 9 Puncten kommen 
zwei auf jedes derjenigen beiden Zweigenpaare , welche von der fraglichen Hyperbel nicht 
osculirt, sondern bloss berührt werden. 

Bei Curven von besonderer Art kann die Ordnung des Contactes mit den drei osculiren- 
den Hyperbeln ansteigen. Den verschiedenen möglichen Fällen entsprechen die folgenden 
Gleichungen. Vor jeder Gleichung ist die Anzahl der zusammenfallenden Dnrchschnittspun- 
cte, welche auf. jeder der drei Hyperbeln Yi,- Yj , Y3 den Osculationspunct bestimmen, nach 
jeder Gleichung die Anzahl der nothwendigen Constanten bemerkt. 
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Y1Y2 Y3 + pp Vi^i + «'P V2 == , 

YiY:,Yi H- (>p'»Y, + af^(p2 = 0, 
» -f (>p*Y| + ap*9i = 0, 
D + 9V^^\ + op^= o, 
YjYjYs + op^(fx = 0, 
» + apö = 0. 

Es können zwei Wurzeln der Gleichung (3) imaginär sein , alsdann sind es auch zwei 
Paare unendlicher Zweige der Curve. 

161. Wenn zwei Wurzeln, etwa vsi «nd to\ einander gleich sind, so geht die Glei- 
chung (6), weil alsdann auch n=n\ nachdem sie eine Constante verloren, in die folgende 
über : Y( Y+ti)^ + a<P?3^ + ^P95 = 0. [16] (9) 

Die Curve hat in diesem Falle immer ein Paar unendlicher Zweige mit seiner fünfpunctig 
osculirenden Hyperbel. Diese tritt in folgender Gleichung in Evidenz: 

Y,(Y,4-;j)2 4- «pyiY,2 + yp9)3Y, + Cp^s = o. [16] (10) 

Alle untergeordneten Fälle können auf gleiche Weise durch die beiden letzten unter 
einander identischen Gleichungen ausgedrückt werden. Um diese untergeordneten Fälle zu 
unterscheiden , wollen wir uns zur ersten dieser Gleichungen wenden. Wenn wir in dersel- 
ben zuvörderst Y mit ( Y+;r) gegenseitig vertauschen^ so kommt: 

(Y+nyY- 4- itipfpzY H- 399)5 =0, - 
und diese Form particularisirt sich in die folgenden: 

(Y-f;r)Y2 + /tifip^Y + itf^if^ «= o, 
(Y+7i+5p)Y2 + A*p'92Yh- xpVa = <►, 
(Y-f;H.gp)Y^ + /wp^y^Y + Jfp^ya = « , 
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(Y+n+'Sf+&f^)Y^ + /wpV,Y + xp5(f, = o, [12] (15) 

(Y-fTT+lp+^^jya 4. ^p3y,y 4. xpö «0. [llj (16) 

Wir wollen uns zuerst mit den Gleichungen (11), (13) und (15) beschäftigen. Für die 
an der hyperbolischen Doppel -Asymptote Y sich mehr als bloss berührend hinziehenden un- 
endlichen Zweige erhalten wir, bei gehörigen Vernachlässigungen, bestiglich die folgenden 
drei Gleichungen: 

nY^ + xp rs o, TiY^ 4- xp^ = o, nY^ + xp« » o, (17) 

woraus wir ersehen , dass den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung (3) eine Spitze zwei- 
ter Art entspricht , dass aber die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bilden 
unter einander eine^ solchen Contact haben, dessen Ordnung von | zu | und | ansteigt. 
In den folgenden drei Gleichungen, die mit den eben genannten identisch sind, tritt die 
funfpunctig osculirende Hyperbel Yx in Evidenz : 

^1 V + vf<piYxYo + (ipy3^i + q?V3 = o, • [16] 

» + vf^YxYo-h ()^^(px Yo + ar^ifz = , [14] (18) 

» + 9t^(p\Yo + «xpß^i = 0. [12] 

In der ersten dieser Gleichungen ist Yq = (l^i+a), in der zweiten = CYi+a+i^p), in der 
dritten = (l^i+a+/?p+rp^) ; wonach nur in dem Falle der letzten Gleichung, durch die Form 
dieser Gleichung, die Hyperbel Yq vollkommen bestimmt ist. 

Wenn x in den Gleichungen (17) verschwindet, das heisst, wenn die Gleichungen (11) 
(13) und (15) bezüglich in (12), (14) und (16) übergehen, so ändert sich die Natur der un- 
endlichen Zweige. Dann ergeben sich zur Bestimmung derselben, statt der drei Gleichungen 
(17) die folgenden drei; 

nY^ -f jupY 4- xp2 = o, 
nY^ + jup^y 4- xp« = o , 

wY^ 4- /Up'^y-l- Xp6 SS o. 

Den beiden gleiche Wurzeln der Gleichung (3) entsprechen also wiederum zwei Paare un- 
endlicher Zweige. Diese beiden Zweigenpaare osculiren sich in den drei fraglichen Fällen 
bezüglich drei-, vier- und funfpunctig. Sie sind hierbei reell oder imaginär, je nachdem 
der Ausdruck (a*^ — 4nx) positiv oder negativ ist 

Wir können hier wieder die drei funfpunctig osculirenden Hyperbeln zugleich in Evidenz 
bringen. Der Gleidiung (12) entspricht folgende Form mit der nOthigen Constanten- Anzahl : 

5.55 Yi Yj Yz + Qf^ipx Yj + cjp^^pj » o , [15] 

welche sich, für untergeordnete Fälle mehrpunctiger Osculationen, die wir wie bisher bezeich- 
nen wollen, in die folgenden Formen particularisirt: 

5.65 r,Y,Y3 + 9f^(piY^ -h crpYi = 0, [14] 

5.75 » -h ^p3y, Yj + op6 = o , [13] 
6.55 Y1Y2Y, + Qt^Y^ + crpVa = 0, [14] 

6.66 » + pp^Yj + ap*^, = o, [13] 

6.76 » 4- (»p*Yj + ap6 =0, [12] 
7.55 YtYjY^ + Qf^Yx + irp^yi = 0, [13] 
7.66 » -h ap»9)| = o, [12] 
8.55 YiY^Y^ + pp^Y, + crp<^ = o, [12] 

8.77 .» + <7p^ = o. [11] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 10 Constante, weil 
hier folgende Functionen -Bestimmung Statt findet: 

Y, = Y, + a + /?p + yp2, Y3 = Yj + *p 4- *p^ 

Es müssen überhaupt, je nachdem Y% oder eine der beiden Hyperbeln Y^ und Y3 eine mpunctig 
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osculirende sem soll, bezOg^lich (m-4-4) und (m4-5) Durchsehiiittspimcte mit derCnrve nach 
der Riehtang von P unendlich wdt liegen. 

Der Gleichung (14) entspricht folgende Form: 

5M yiYjYJ + ^pViYj + of^ipi = o, [18] 
ivelche sich« für untergeordnete Fälle mehrpundiger Osculationen , in die folgenden Formen 
particularisirt : 

5.65 yfYiYi + (»P^Vi^i + <T>^ = o, [12J 
6.55 YiY^Yz -h ^p^r, + of^Vt = o, [12j 
6.06 » + ^p< Ya + <yp^ = , [11] 
7.55 YtY^Y^ + crpi^j = o, [ll] 

8.66 YtY^Yz + of^ ^ o. [lOj 

Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur B Constante , in 
Uehereinstimmung mit folgender Functionen -Bestimmung: 

Yj = y^ + « + /»p + yp% Ys = Y2 + «p^- 

Erst, wenn von den 18 Durchschnittspuncten einer der beiden Hyperbeln Y3 i^id Y2 mit der 
Curve (m-^) nach der Richtung von P unendlich weit liegen, ist diese Hyperbel eine mpun- 
ctig osculirende. 

Der Gleichung (16) entsprechen die folgenden Formen: 

5.55 r, y,^ + ^p>, y, 4- (Tpö = o , [ii] , 

6.55 y^y^^ + 4rp«y, + ap^ = o, [10] 

8.55 y^y^^ + op^^^ o. [9] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen Gleichungen nur 8 Constante , die Hyperbel Y2 
kann nur fttnfpunctig osculiren, sie osculirt aber zwei Zweite , zugleich fUnfpunctig und be- 
rührt den dritten Zweig auf der As>inptote P. 

162. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren tibrig, wo alle Wur- 
zeln der Gleichung (3) einander gleich sind. Dem allgemeinsten Falle entspricht hier , in- 
dem aus der Gleichung (6) n und n verschwinden, folgende Gleichung: 

Y^ + f^fnY 4- Ap9)5 = o. [15J (19) 

Es ergibt sich für die unendlichen Zweige der Curve: 

y ' + Xp =. o. 
Dieser gibt es nur zwei , sie liegen gegen die Asymptote P wie die beiden Zweige der Hyw 
perbel Y, einer ihr naher, der andere weiter von. ihr entfernt; die Annäherung an diese Hy- 
perbel ist von der Ordnung $. 

Eine Particularisatlon der Gleichung (19) ist die folgende: 

Y^ + f^VnY + ^P'94 = o , [14] (20) 

Hier werden die unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch folgende Gleichung 
dargestellt : 

YiY^+fif) + V - o, 
woraus man ersieht , dass Y eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve ist , an der 
zwei h}'perbolische Zweige der Curve sich hinziehen, und dass die Curve ausserdem auf 
derselben Asymptote (und also auch auf einem ihrer eigenen h>'perbolischen Zweige) eine 
Spitze zweiter Art mit der Annäherungs - Ordnung } hat Es wird diese Spitze annähe- 
rungsweise durch die Gleichung : 

Y^ + iup - o, 
dargestellt. In der nachstehenden Gleichung tritt Yj als fttnfpunctig osculirende Hyperbel 
in Evidenz: 



' . 
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« 

Yx^ -f vV^Pi^i^ + QVn^i + «ypVa = O. *) [14] 

^ In untergeordiifteu Fällen kann das hyperbolische Zweigen-Paar der Curve eine seehs- 
und siebenpunctig; osculirende Hyperbel haben ^ welche , wie in dem allgemeinen jKalle, die 
Spitze in fttnf unendlich weit entfernten Puncten schneidet. Diesen entspricht, dass das letzte 
Glied der vorstehenden Gleichung sich bezüglich in op^fpi und crp^ particularisirt 
Eine neue Particularisation bietet die folgende Form dar: ' 

Y^ 4- i"pV/>2Y + Ap2y4 a- o, [13] 

welche für die unendlichen Zweige: , 

Y^ + ;ip2 « o 

gibt. Die Curve hat also solcher Zweige nur zwei. Sie liegen gegen die Asymptote P, wie 
die Hyperbel Y, und ZM'ar beide zugleich der Asymptote näher, oder beide zugleich weiter 
von ihr entfernt Die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Hyperbel Y beträgt 4- 
Endlich gelangeii wir durch eine neue Particularisation zu folgender Form: 

Y^ 4- fif^'cfzY + ApV/)3 = 0, [12] 

die wir, wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung: 

x-^ 4- ^x + i = 0, (21) 

durch Xj , X2 und X3 bezeichnen, auf folgende Weise schreiben können: ' 

(Y+x,p)(Y+X2pXY+x5p) + f*yq>jY + Xytp, = o. (22) 

Dann hat die Curve im Allgemeinen wiederum drei Paare unendlicher Zweige. Diese haben 
unter einander einen dreipunctigen Contact. Den drei Factoren deg ersten Gliedes der vor- 
stehenden Gleichung entsprechen drei vierpunctig oscnlirende Hyperbeln. In der nachstehen- 
den Form treten die drei fQnfpunctig osculirende Hyperbeln Y^ , Y2 und Y3 in Evidenz : 

555 Y, Y2Y3 + pp^Yj + opSy, = o. ^ [12] 

Jede der ftinlpunctig osculirenden Hyperbeln schneidet die Curve nur noch in einem einzigen 
Puncte, weil 11 Puncte, von denen drei auf jeden derjenigen beiden Zweige kommen, die 
von der fraglichen Hyperbel nicht fün^unctig osculirt werden , unendlich weit liegen. In 



*) Diese Gleichung ist leine andere, als die^ erste der drei Gleichungen (18), aus welcher a ver^ichwiiu. 
den ist und welche hiemach noch eine uber/Ublige Constante einschliesst. Diese ist aus vorstehen- 
der Form ausgefallen. 

Vm diese Form direet zu erhalten, wollen wir die Gleichung (20) auf folgende Weise 
schreiben : 

und dann Y^ durch folgende Gleichung einfuhren*' 

y = y. + 5p + fps 

indem wir die beiden unbestimmten CoefBcienten durch folgende zwei Gleichungen : 

iu$ + X = o, 

i«C + (V+fi'i+n = o 

bestimmen. Diese Bestimmung ist immer und zwar auf linearem Wege möglich^ und gibt 

ypy» = 3({p+fp»). 
Mit X verschwindet {; mit l und X' zugleich auch J. Hieraus ersehen wir, dass, wenn die Glei- 
chung (20) in folgende beiden schrittweise sich particularisirt: 

y^ + ^py3r+ XpY, ^ o, [13] 

Y^ + i"PV3y+ ApVi =^ o, (12) 

dadurch die Natur der fraglichen unendlichen Zweige sich nicht ändert. Diesen Particularisitionea 
entspricht bloss, dass die Function yp^i einmal auf rp^ sich reducirt und das andere Mal ganz 
, ausfallt. 
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Uebereinstimmilng mit den beiden identischen Gleichungen: 

n = r, + ap + /9ps n = ^x + «P + /?PS 

sind auf das Glied l^zK^^s nur 9 Constanten sn rechnen. 

Es gibt hier noch die folgenden beiden untergeordneten Fälle mehrpunctiger Osculationen : 
655 y^rirz + Qt^Yj^ + opö « 0, [11] 

^ ^i^^i^s + <yp* «0. [10] 

Wir kennen die Gleichung (22), indem wir (Y—x^f) mit Y vertauschen, auch auf fol- 
gende Form bringen: 

YiY+y^)(Y+xp'f) + Qf'q>^Y+ ApV2 = o, 
welche , wenn zwei Wurzeln der Gleichung (21) , etwa Xj und xz y einander gleich sind , in 
folgende übergeht: 

Y(Y+^y + Qf^ip^Y-h XpV2 * 0. [11] (23) 

Die bezügliche Curve hat im Allgemeinen eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen 
unendlichen Zweigen gebildet wird, die unter einander und mit der Hyperbel (Y+y/j) einen 
Contact von der Ordnung 2| haben. Ueberdiess hat die Curve ein hyperbolisches Zweigen- 
Paar, welches die Hyperbel Y und folglich auch die Hyperbel (Y+^pp) dreipunctig osculirt, 
und also mit der Spitze sechs unendlich weit entfernte Durchsdinittspuncte haJU Da der 
Contact der beiden Zweige, welche die Spitze bilden, unter einander ein innigerer ist, als 
der Contact mit den beiden hyperbolischen Zweigen der Curve ^ so liegt die Spitze- ganz auf 
derselben Seite eines dieser beiden Zweige, in der nachstehenden Gleichung tritt Y^ ^Is 
die fttn^unctig osculirende Hyperbel in Evidenz : 

>^i V + ^V'Y^Yo + ^pV,y, + opsy', = , [11] 
wobei Yq = Yj + ap. Es tritt , indem das letzte Glied dieser Gleichung sich auf «rp^ re- 
ducirt , an die Stelle der fttnipunctig osculirenden Hyperbel eine sechspunctig osculirende. 
Wir können die Gleichung (23) auch unter folgender Form schreiben: 

^t^+V^P)^ + ^pViCJ'+V^) + V9'2 « 0, 
und dann folgendergestalt particularisiren : 

r(r+v/p)^+ Qt'(p,(Y+tpf) + XpSy, « 0. [10] 
Dann hat die bezügliche Curve ihre drei Paare unendlicher Zweige wiedererhalten. Von 
diesen hat einer mit den beiden andern einen dreipunctigen , diese beiden aber haben unter 
einander einen v i e r punctigen Contact In der nachstehenden Gleichung treten die drei 
f ünfpunctig osculirenden Hyperbeln in Evidenz: 

Y,Y,Yz+Qf^Y,-\-af^^o, [10] 

wobei Y2 = J^i 4- «p -P ß^^ und Vz = Y2 + /?'p^ Hier kann, in untergeordnetem Falle, 
nur das erste Paar hyperbolischer Zweige der Curve von einer Hyperbel, statt fünfpunctig, 
sechspunctig osculirt werden. Dem entspricht die folgende Gleichung: 

Y^Y.Yz + crp6 = 0. [9] 

Weitere Fälle sind, so lange die Gleichung (21) nur zwei gleiche Wurzeln hat, nicht 
möglich. 

Wenn die Wurzeln der eben genannten Gleichung alle drei einander gleich sind, so 
geht die Gleichung (23), indem tp verschwindet, in die folgende über: 

P + Qf^(p^r •{• ApVa « o. [10] 

Für die unendlichen Zweige kommt alsdann: 

y3 + Ap^ t=r o, 

woraus man ersieht, dass die Curve bloss zwei solcher Zweige hat, die die Hyperbel Fnach 
der Ordnung | osculiren. 

Die folgende , von Neuem particularisirte Form : 
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y + Qv'ff, y + Ap5(]p , » o , [9] 

gibt für die unendlichen Zweige: 

¥( r^+ppä) + Xp5 = o. 

Es ist also Y eine H>'perbe], an welcher zwei Zweige der Curve vierpunctig oscvlirend sich 
hinziehen. Auf einiesm dieser Zweige hat die Curve ausserdem noch eine l^iüse zweiter Art, 
deren beide Zweige sich unter einander, so wie auch jenen Zweig nach der Ordnung 2| oscu- 
liren. Statt der vierpunctig osculirenden II>*perbeI tritt, in der nacbstehen^en Gleichung, 
die fttnfpunctig osculirende, welche die Spitze der Curve in sieben unendUch weit entfern- 
ten Puncten schneidet, und demnach nicht mehr in eine sechspunctig osculirende übergehen 
kann, in Evidenz: 

7,^ 4- ip^^x' + PP^^r^i + <TP* = o. [9] 

Eine neue Particularisation liefert die folgende Gleichung: 

y^ 4- (>p^K+ ApSy, = 0. [8] 

die bezügliche Curve hat alsdann nur zwei unendliche Zweige, welche die Hyperbel Y nach 
der Ordnung | osculiren. 

Hiermit sind alle möglichen Fftlle erschöpft; denn das Verschwinden des zweiten Glie- 
des in der letzten Gleichung hat keinen Einfluss auf die Natur der unendlichen Zwei^. 
Wenn aber das letzte Glied auf Xp^ sich reducirt, so löset diese Gleichung sich in die Glei- 
chung dreier solcher Hyperbeln auf, die unter einander zu je zwei einen vierpunctigen Con- 
tact haben. — 

§. 7. 

AiifklÜiliiiiir der irerscHiedeiien Arten iron C^unreit der irlerten tlrdnanir« in 
Besiehuiiff auT die Matar' Uirer nneadllchen SRweiffe« 

163. Euler hat bereits eine solche imll.Capitel des 2. Bandes seinerEinleitung in die 
Analysis desünendlichen gegeben ; doch trägt diese Aufzählung den Character der Unsi- 
cherheit an sich, weil er nur vermuthen kann, dass die meisten der von ihm namhaft gemachten 
Arten wirklich existiren. Wir können hier mit vollkommener Sicherheit auftreten und sogleicli für 
jede besondere Curven - Art die allgemeine Gleichung hinschreiben und zwar in solcher Weise, 
dass das Characteristische der jedesmaligen Curven-Art , unabhängig von ihrer Lage, unmit- 
telbar aus ihrer Gleichung in die Augen springt ; dass wir unmittelbar erkennen, in welcher 
Beziehung jedes Glied der Gleichung zur dargestellten Curve steht und wie mit einer Form- 
Aenderung jedes Gliedes auch die Natur der Curve sich ändert Und endlich gibt es eine 
abstracte Zahl (eine Zahl, die wir für jede Gleichung durch unmittelbares Zählen erhalten) 
welche unserer Eintheilung und überhaupt allen unsem Entwicklungen zur ControUe dient, 
ich meine die Anzahl der nothwendigen Constanten , die jede Curvenart fordert 

Es bringt Euler alle verschiedenen Arten unter acht Hauptfälle; wir wollen ihm 
hierin folgen. ' 

Erster FaU. 

Es gibt keine, reelle Richtung nach welcher die Curve in weniger als vier Puncten ge- 
schnitten wird. Die vier geradlinigen Asymptoten sind imaginär, schneiden sich aber paar- 
weise in zwei reellen Puncten, welche die Mittelpuncte zweier Gruppen ähnlicher and ahn- 
lieh liegender Ellipsen sind , von welchen jede , weil sie mit der Curve in unendlicher Ent- 
fernuug einen imaginären Doppel-Contact hat, nur in vier Puncten schneidet. Verrücken wir 
eine solche Ellipse , parallel mit sich selbst , so schneidet sie die Curve in sechs Puncten. 
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Wir nffamen, nin ans Euler mebr anzunähem , auf Unterscheidung^en im fanaginären keine 
ftiickskhty und zählen mit ihm hier nur eine einzige Art, deren allgemeine Gleichung: 

!• (p^+i^q0(r'-+^^8^) + ytu 4- ju = 0. ♦) [141 

ZweUer Fall 

Es giht zwei bestimmte Richtungen , nach welchen die Curve von einer beliebigen gera- 
den Linie nur in drei Puncten geschnitten wird» Nach diesen beid^ Richtungen schneiden 
insbesondere zwei gerade Linien, die beiden Asymptoten^ die Curve im Allgemeinen und höch- 
stens in zwei Puncten. An die Stelle einer Ellipsen-Gruppe des ersten Falles ist hier eine 
Gruppe von Hyperbeln getreten, welche die beiden reellen Asymptoten der Curve auch zu 
den ihrigen haben, in dieser Hyperbel - Gruppe befinden sich insbesondere zwei Hyperbeln, 
von denen jede, weil sie einen Curven- Zweig dreipunctig in unendlicher Entfernung oscu> 
lirt, die Curve nicht in vier sondern im Allgemeinen in drei Puncten schneidet. Es kann, 
in untergeordneten Fällen^ jeder der beiden Durchschnittspuncte der Curve mit jeder der bei- 
den Asymptoten unendlich weit rücken , wonach wir , mit E u 1 e r , die folgenden 6 Arten 
erhalten : 

pqCr^+yV) + ytu + /u = o, 

pqCr^+y^s^) + i'(p+Ä)t + Ai = o , 

pq(r^ V) + ypt + ju = , 

pq(r2+y2g2j ^ Kp+^)(q-f «) + /t = o , 

pq(r^y V) 4- yp(q+»r) + A* — « r 

pq(rHr^3^) + JT>q 4- /u = o. 



3. 
3. 
4. 
5. 

6. 

7. 



[141 
[131 
[121 
[12] 

[111 
[lOj 



Dritter FalL^) 

Die Curven haben vier reelle Asymptoten, wUche die Curve im Allgemeinen und höch- 
stens in zwei Puncten schneiden. Jede gerade Linie, welche ihnen parallel ist, schneidet die 
Curve immer in drei Puncten« In untergeordneten Fällen können die Durchschnitte der Curve 
mit ihren' Asymptoten unendlich weit rficken. Hiemach erhalten wir 9 verschiedene Arten. 



8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
16. 
16. 



pqrs + i'tu 4- iu = o, 

pqrs 4- y(p4-n)t 4- /m = o, 

pqrs 4- iT>t + A* = o, 

pqrs 4- Kp4-^)(q+^) 4- m = o, 

pqrs + »'p(q4-x) 4- iw « o , 

pqrs + ypq 4- A* = 0, 

pqrs + H = o, 

pqrs + yp 4- /• = o, 

pqrs 4- A* = o. ***) 



[14] 
[13] 
[12] 
[121 

im 

[101 

[11] 
[10] 

[9] 



*) Vor jeder Gleichung woliea wir in fortlaufender Nutnnier die einzelnen Arten von Curven vierter 
Ordi^ung bezeichnen , naöh jeder Gleichung, wie bisher^ die Anzahl der nothwendigen Constanten. 
Auf jeden Factor von der Form (p^+k\*) iind- überall nur 4 Constante z« rechnen. Vergl. J. 2 
*•) In Eul-er's Aufzählung der 4. Fall. 

*^) Die 23. Art nach Euler, welche hierher gehören wurde, existirb nieht Sie entspricht, nach der 
von uns früher gebrauchten Bezeichnungswei»« dem Symbole 4433 und würde lich also, wenn sie 
möglich wäre, awischen unsere 15. und 16. Art, welche bezüglich den Symbolen 4333 und 4444 
. entsprechen , ttellen^ Da aber die der 15. Art entsprechende Gleichung nur eine ConvUnte ver- 
lieren muss , um in di« Gleichung des 16. FaMes , überzugehen , so kann keine interme^liüre A^rt 
vorhanden sein. Die Unmöglichkeit der fraglichen Art iH in dem Satze der 28. Nummer begründet. 

18 
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Erster Abschnitt. Uaendliche Zweige. 



Vierte FaU. *) : 

Wir müssen hier eine doppelte Unterscheidung^ machen. 

A. Es gibt eine einzige Richtung , nach welcher die Curve ran einer geraden Linie 
nur in drei Puncten geschnitten wird. Keine nach dieser Richtung gezogene gerade Linie 
schneidet die Curve nur in zwei Puncten. Eine beliebige Parabel, deren Durchmesser diese 
Richtung haben , schneidet die Curve im Allgemeinen und höchstens in sechs Puncten , wenn 
ihr Parameter gehörig bestimmt wird^ nur in fünf Puncten. Verschieben wir eine solche Pa- 
rabel , parallel mit sich selbst und mit ihrer Durchmesser-Richtung, so schneidet sie in einer 
bestimmten Lage die Curve nur in vier Puncten und wird dann Asymptote der Curve* Ver- 
schieben wir endlich eine so bestimmte Parabel , ohne sie zu drehen, nach der Uchtung ihrer 
Durchmesser, so bleibt sie, in allen ihren Lagen ^ eine As}inptote, in einer vollkommen be- 
stimmten Lage aber , in welcher sie mit der Curve einen innigem Contact hat, schneidet sie 
diese nur noch in drei Puncten. Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen 
Asymptoten. 

17. (p^+Ap)(r2+y2s2) 4- v(f+n)t + ^ = o. ♦*) [13] 

B. Es gibt eine bestimmte Richtung , nach welcher die Curve von einer sonst be- 
liebigen geraden Linie nur in zwei Puncten geschnitten wird. Im Allgemeinen befinden sich 
unter diesen Linien ZMci, welche die Curve nur in einem einzigen Puncte schneiden: die bei- 
den parallelen Asymptoten. - Diese bilden in unendlicher Entfernung einen Doppdpun^ 
Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen Asymptoten. 

a. Es sind die beiden parallelen Asymptoten imaginär, so dass der unendlii^h weit 
entfernte Doppelpunct ein isolirter ist : 

18. (p'H-l')(r^+y^s2) ^ r(p+;r)t + ^ = 0. [13] 

ß. Es sind die beiden parallelen Asymptoten reell ; dann kann auch jede derselben 
eine dreipunctig osculirende sein und schneidet dann die CurVe nicht mehr. Hier finden also 
die folgenden 3 Arten Statt : 

19. (p^— 50(r^+y^^) + vCp+^W + iu « o , 
«0. (p^— l'Kr^+y's^j + v(f±^)i + /u = o, 
«1. (p^Hf*)(r2+y2s2+x) + f p + A* = 0. *♦») 

y. Es fallen die beiden parallelen Asymptoten zusammen. Der unendlich weit lie- 
gende Doppelpunct hat also zwei zusammenfallende Tangenten; und ist, im Allgemeinen, eine 
Spitze erster Art: 

«2. p2(rHr^2) ^ •<p+7r)t 4-^ = 0. [11] 

Es können auch zwei reelle oder imaginäre Curveu - Zweige sich berühren : 

23. 24. p2(r2+y^2) ^ 2i'pt + a^ = o. [10] 

Die berührenden Zweige sind reell, wenn v^>iii, und imaginär, wenn v^<id. 



[12] 
[10] 



Wenn 



H ^ ^, 



so hat die Corve im Allgemeinen in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art: 



*) la Eule r's Aufzählimg der 3. Fall. 

**) Wir neliinea hier auf die verschiedenen Ordnungen, nach welchen die paraboliache Atymptota die 
Curve in unendlicher Knifernung oscuUren kann, keine Ruckficht, und sihlen dechatb hier nur 
t^ineu Fall. Wir verfahren hierbei couteqiient« weil wir sonU auch, um conaeqnent zu aein, bei 
nicht occiilirenden geradlinigen Afjmptoteu l>e«omlere Fälle in Beziehung auf ofcuUrende hyperbo- 
litche Doppel- Asymptoten hätten unterscheiden miitf«en. 
) Euler hat die 20. Art, wo der Contact auf den beiden parallelen Asymptoten Ton verschiedener 
Ordnung ist, nicht erkannt Diese Art ist zwischen seine 10 und 11. Art einzuschalten. 



«•« 



§. 7. AnfzSkliiDg der Qirven-ArUn 4. Ordnung. 139 

25* p^UH-r^ö^j 4- gj'pt 4- i'^ == o. [91 

Wir könsen die vorstehende Glcicliung, indem wir einen Ausdruck von der Worm (pl-^y) 
kurz durch Y bezeichnen, auch auf die folgende Form bringen: 

y^ + «p 4- ft>^ H- >!>* + 9^t^ = o , 
Mobei durch den positiven Werih des Coeffidenten von p^ die beiden Asymptoten ief Curve 
als imaginäre in Evidenz ti'eten. Wenn a verschwindet , so hat die Gurve zwei vollständige 
hy^perbolischen Zweigen-Paare ^ welche sich in unendlidier Entfernung dreipnnctig osculiren. 
Diese Zweigenpaare können reell oder imaginär sein: 

Wenn x verschwindet, erhält die Curve wiederum eine Spitze, die aber von zwei solchen 
Zweigen gebildet wird , die unter sich einen Contact von der Ordnung | haben : 

28. y2 + 7p' + ()2p4 = ^. «5 [7] 

Fünfter Fäll 

An die Stelle der beiden imaginären Asymptoten des 4. Falles treten hier ' zwei reelle 
Asymptoten. Wenn die verschiedenen unendlichen Zweige ein und derselben Curve in kei- 
ner gegenseitigen Beziehung ständen, so wfirden sich die 12 Arten, welche wir in dem vori- 
gen Falle aus der Verschiedenheit der unendlichen Zweige abgeleitet haben, mit jeder der 6 
Arten , die zn'ei gewöhnliche Asymptoten nach dem 2, Falk darbieten, zu neuen Arten com* 
biniren. Somit erhielten wir hier 72 Arten» Diese Anzahl reducirt sich aber, weil 25 Arten 
unmöglich sind , auf 47. 

A. Parabolische Asymptoten: 

29. (p^-f-Aq)rs + Kp+^)t + iw = o, [131 
' 30. (p^+Xq)rs ^-Kp+^Oir+^O + A* = o, [12] 

31. (p'+Aq)rs + np-f7i)r + A* = o, [H] 

32. (p2+>tq)r8 4- vt == o , [11] 

33. ' (p^+Aq)rs + rr + i» = o, [lOj 

34. (p^+^q)r5 + /ir = o. ( 9 1 

B. Zwei imaginäre parallelen As>inptoten: 

35. (p^+S^rs + y(p+7i)t + /« = o, [12] 

36. (p^+5^)rs 4- i'(p+Ä)(r4-o) + ^t = o, [11] 

37. (pM-SOw + Kp+^)r + lü = n, (lOJ 

38. (p^+5^)rs + vt = o, [lOj 

39. (p'+^^rs + IT + /« = o, [9] 

40. (p*+5^rs + iw = 0. [8] 

C. Zwei reelle nicht osculirenden parallelen As3rmptoten: 

41. (p'— S^rs + Kp+^H + iw = 0, [12!l' 

42. (p^— |^)rs + Kp+^)(r+p) + /* = «, [llj 

43. iV^—V)rs 4- vCt+^yr 4-/1=0, Ll^I 

44. (p'— S^)r8 4- yt « o, [10] 

45. (p^— 5^)r* 4- >! 4- M = ©- [^1 



*) E a 1 e r Bai in seiaer »EimleitungK die Exittenz von Spitzen zweiter Art iiberb«ipt und insbesondere 
in unendlicher Enlfemuug nicht erkannt. Darum fehlen die Arten 25. und 38. Ich habe hier auch, 
was er nicht tbut, die Arten 26. und 27. von den Arten 23. und 24 getrennt. Unset- vierter Fatl 
enthält somit lH Xtieur während' Euier deveif nup 7 aiifzählt. 
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I>. Zwei reelle parallekn Asymptoten , von weldiea eine die Conre in nnendlieher 

Entfevruing osculirt:' 

46. Cp'— S^rs + Kp±Dt + ii* = o, [11] 

47. fp^— l^)rs + K±5)(r-H>) + /» = o, [lOj 
A 48. (p*--$^r8 + Kp±l)r + ii* = o. [9} 

E. Zwei reelle und osculirende parallelen Asymptoten: 

4a (p^— 5^Xrs-l-x) -h *f + ii* = e , [10} 

50. (p^— S^rs + IT + /i = o, [9] 

51. (p^-52)rs + iu = o. [81 

F. Eine Spitse erster Art in unendlicher Entfernung: 

S{2. p^ + Kp+^)t + j» == 0, \\\\ 

58. p^ + Kp+^Xr-H»J + /w = o, [10] 

54. p^rs + Kp+^)r + i« = o, [9] 

55. p^rs + yt ^ 0, (91 
^ p^rs + vr + /tt =? o. [8] 

G. H. Zwei vollständige Zweige der Curve, die reell oder imaginär sind, haben 
in unendlicher Entfernung einen gewöhnlichen Contact: 

57. 61. p^rs + 2vpt + ^ = o , [10] 

58. 62. p^rs + Äi^Cr-H^) + /i = o, [9] 

59. 63. p^rs + 2ypr + /* = o, [sj 
60.64. p2r8+ii« = o. [7] 

I. Eine gewöhnliche Spitze zweiter Art in unendlidigr Bntfenumg : 
65. p^rs + 2yp*,+ y'^. « o, [9J 

6a p^rs 4- 2vp(r-H>) + y- = o, ' [8] 

67. p^rs + Si'pr + v^ = o. (71 

Wir sehen hieraus, wie die eine Asymptote S immer eine gewöhnliche bleibt, wthrend die 
andere in eine drei- und vierpunctig osculirende übergehen kann. 

K. L. Zwei vollfiteindige , reelle oder imaginäre Curven -Zweige , welche, nach der 
Richtung der Asymptote P, sich dreipunctig osculfren : 

68. 69. r* qp x^p2 + yp»-.^2p* = o. [81 

Um neue untergeordnete Fälle zu -unterscheiden, wollen wir in dieser Gleichung für Y wie- 
derum den Ausdnict: Cp^+i^) restituiren« Alsdann kommt: 

(pq+0^ T x^P^ -f- yp^ — (>^P* = 0, (fl) 

wobei zu bem^^en ist^ dass weder die Constante ^ noch die Constante v verschwinden darf, 
weH in dem einen Falle die Curve eine parabolische Asymptote erhält, und in dem andern 
alle Glieder ihrer Glieder durch p^ theilbar werden. Wir können die vorstehende Gleichung 
auf fönende Form bringen : 



oder auch, indem wir 



setzen , auf die folgende : 



, ^ pp + ^ s r 



p¥(r+«pp- J) + 2iT(r+((P- ^, T J^)P ~ ^^) + 1^ - o. (ft) 

Diese Gleichung, welche vollständig die GIdchung (a) vertritt, entspricht einer Particulari- 
sation der linearen Function t in der allgemeinen Gleichung der 65. Art, wodurch diese 
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Olddiung^ eine Constante verliert Man überseugt mh nendich leicht, dass/Jndem a eine 
neue Constante bedeute^, 

2t s 8 + r + ap , 
oder, wenn wir geometriseh deuten, dass das, von den beiden Asymptoten R undS auf der 
Doppel- Asympt«^ P interceptirte , Segment von der Linie T halbirt wird. 

Wenn die Asymptote R eine dreipunctig osculirende werden soll, so kommt die folgende 
Redingungs - Oleichimg zwischen den Constanten der Gleichung (a) hinzu : 



±*' = *'?-;^^^ 



y^ _8vQ^—y^ 



4q' 



CO 



Wenn wir, der Kflrze halber, 



Sp =*, 



-t^. 



setzen, so dass 



± x2 = vi — j£2 



SO nimmt die Gleichung (i) hiemach die nachstehende Form an: 

70. 71. p2r(r+*p-K) 4- 2vp(r+j€j + y^ = o. [7] 

Die sich in unendlicher Eotfemung osculirenden Zweige sind reell oder imaginär, je nachdem 

4vi—B^>o oder 4>'J— «^<o. 
Die Osculation der Asymptote R steigt zu einer vierpunctigen an, wenn b und folglich 
auch y verschwindet, dann redudrt sich die Redingungs - Gleichung (c) auf: 

± X^ = ^VQ = vij y = o, 

und die Gleichung (7) verwandelt sich in die .folgende : 

72. 73. p2r(r+*p) + 2>'pq 4- y^ = o , [6] 

und je nachdem die Coefficienten y und * im Zeichen flbereinstimmen oder nicht , sind die 
beiden sich in unendlicher Entfernung osculirenden Curven-Zweigc reell oder imaginär. Die 
beiden As>inptoten schneiden die Doppel-Asymptote P nothwendig in demselben Puncte. 

M. Eine Spitze zweiter Art, von zwei solchen Zweigen gebildet, die unter einan- 
der einen Contact von der Ordnung $ haben : 

74. Y^ + yp3 + (»y = 0. [71 

Wir können die bisherige Bezeichnung hier beibehalten, indem wir bloss x gleich Null setzen, 
dann kommt, wenn eine Asymptote die Curve dreipunctig osculiren soll, aus (c): 

oder auch 4vS = «^ 

m€ Gleichung der 09. und 70. Art geht hiemach, indem sie eine Constante verliert, in die 

folgende Hber: 

76. p'r(r+ij;.p+«) + 8>T(f+i«) + i^ «= »• W 

Zu einer vierpunctigen kann die Osculation nicht ansteigen , weU • hier nicht mehr ver- 
schwinden darf. *) 



*) D« Euler von den 12 Arten de» 4. Falle« nur 7 erkannM, »o erhält er auch nur 7-6 = 42 Arten 
des vorUegenden Falle.", von denen er awei al» unmöglich au»»cheidet, »o <Um «ich nach ihm 40 
Arten ergeben. Aber au«er den von ihm au»ge«:hiede«en , sind noch 7 Arten unmöglich , wonach 
die Anzahl derselben «ich auf 33 rednciren würde. Zu die«en kommen aber noch die folgenden 
yon Euler übersehenen 14 Arten hinxn: 46 bi« 48 und 65-75, »o das. wir zu den 47 im Texte 
aufgezählten verschiedenen Arten gelangen. 
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Sechster Fall 

Die in den 4. Falle aufgezählten besondern \7M'0lf Fälle combinilreD sich paarweise, in- 
dem die Curve hier, statt der beiden imaginären Asymptoten, noch eine zweite Gruppe pa- 
rabolischer Asymptoten oder in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct hat. 
A. Zwei Gruppen parabolischer Asymptoten: 

76. (p^+AqXr^+ys) + Kp-H;r)(r-f ^) .+ (n ^ o. tl2j 

B* Eine Gruppe parabolischer Asymptoten und 1) zwei imaginäre Asymptoten , 2) 
zwei nicht osculirende parallelen Asymptote, 3) zwei Asymptoten, von welchen eine drei- 
punctig osculirt, 4) zwei dreipunctig osculirende Asjmptoten, 5) eine Spitze erster Art, 6) 
und 7) zwei reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, welche in unendlicher Entfernung 
einen gewöhnlichen Contact haben, 8) eine gewöhnliche Spiüse zweiter Art, 9) und 10) ZM*ei 
reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, welche sieb in unendlicher Entfernung dreipun- 
ctig osculiren, 11) eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen Zweigen gebildet wer- 
den, die unter einander einen Contact von der Ordnung $ haben. 

77. if'^V)(q'+yr) 4- Kp+7i)(q+x) + ^ = o, [llj 

78. if-'-f'Kq'+yO + Kp+;i)(q+;c) 4.^ = 0, flll 

79. (p^— '$'Xq'+rf) + »'(plDtq+Jf) + fi = o^ [lOj 

80. (p2— |')(q'+yr)H- yp + iu = o, [9] 

81. p^(q^+7r) + v{p+nXq-hx) + ^ = o , [lOj 

82. 8a p^(q2+yr) + 2i'p(q+x) + ^ = 0, *) [9] 

84. p^Cq^+yr) -f 2}'p(q+x) + yz = 0, [8] 

85. 86» P^(q^+yp+x2) + 2vpq + >- = o , **) [ 7 | 

87. P^Cq^+TF) + 2ypq +^2 = 0. [6] 

Die vier letzten Gleichungen können auch, mit Beibehaltung der frühem Bezeichnung, unter 
folgender Form geschrieben werden: 

Y^ 4- ap + i^^ + yp^ = o, 

y^ ± Jf^p^ + yf^ =0, 

C. Zwei Paare paralleler Asymptoten. Hieriier gehören die folgenden Arten. E» 
hat die Curve, neben einem Paare imaginärer Asymptv>ten^ 
1) ein zweites Paar solcher As}'fflptoten : 

88. (p2+52)(q2^.j,2j ^ Kp-^^)(^^f-'0 + f* = o ; [lo] 

2> 2wei reelle parallelen Asymptoten ^ die beide nicht osculiren^ von daien eine oscu« 
lirt, oder die beide osculiren: 

89'- (p'-5')(q^+r^) + Kp+^)(q+^) H- A* = o , [10| 

90. (p--?)(qM^ + i^p±5)(q+^> + /4 = o, [ 9 I 

91. (p'-|^)(qMr^) +rf ^ fi = 0; [8] 

3) eine Spitze erster Art: 

92. p^(q^+r^) + Kp+»)(q+^) + ;• = 0; [9] 

4) zwei in unendlicher Enlfenmng sich einfiu^ berührende , reelle oder imaginäre 

*) Je Mchdem der Ausdruck (r*— f*) potitiv o<ler negatir ift, sind die sich beruhreoden Cur%en.;^\vp»};f- 
recll oder imaginär. 

*•) Auf den Autdnick (q»-f-jrf) sind überall nur vier Coa»Unte zu rechueu; er kann, nachilem ilie Fun- 
ction p vorher bestimmt ist, überall auch durch den Austlnick (q»-f yp-^J) ersetzt wenleu (82.)- 
wonach die Gleichung der 83. Art, indem sie in die Gleichung der folgenden beiden Arten über, 
geht, nur die einzige Constante q verliert. 



§• 7. Aufzählung der Curven- Arten 4. Ordnung. 143 

Zweigen - Paare : 

93. 94. P^q^'J + 2iT(q+x) + /i* = o; *) [8] 

5) eine gewöhnlidie Spitze zweiter Art : 

9b. p^(q^^) 4- 2vp(q-l-x) ^ p^ =z o. [7] 

Die letzte Gleiehnng können wir auch folgendergestalt schreiben ; 

y^ + Äp + y^p^ = o. 
Andere Arten von Curven mit imaginären Parallel -Asymptoten gibt es nicht 
Es hat die Curve neben zwei gewöhnlichen parallelen Asymptoten^ 

1) noch ein zweites Paar paralleler Asymptoten, die beide nicht osculiren, von wel- 
chen eine osculirt, oder die beide oscnliren: 

90. (p^— 5^)(q^— y") + vCp+TiXq+x) + ^ = o , [10] 

97. (p2-^2j(,2_y?) ^ Kp±5)(q+«) + A^ = o, [9] 

98. Ct^-VKq^-7^) + yp + fi = o; [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

99. p'(q'— y^ 4- Kp+^Xq+x) + M = o; [9] 

3) zwei reelle oder imaginäre, in unendlicher Entfernung sich berührende Zweigen-Paare: 

100.101. P^(q^— y^) + 2vp(q4-x) + fi =: o; [8J 

4) eine Spitze zweiter Art : 

102. p^Cq^— y^) -f 2vp(q+x) + ^ = o. [ 7 ] 

Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Form annehmen: 

Y^ + af — y^p^ = 0. 
Es hat die Curve neben zwei parallelen Asymptoten, unter welchen sich 
eine o&culirende befindet, 

1) noch zwei solche Asymptoten: 

103."^ (P'— 5%'-yO + Kp±5)(q±y) + m = o , [8] 

3) eine Spitze erster Art: 

104. pW—y^) + Kp+^)(q±y) -f iii = o; [8] 

3) zwei in unendlicher Entfernung sich berührende, redle oder imaginäre Zweigen- 
Paare: 

105. 106. p^(q'--y^) + 2>T(q±y) + f« = o; [7] 

4) eine Spitze zweiter Art : 

107. p=*(q^— y^) + 2JT)(q±y) + y^ = o. [6] \ 
Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Form annehmen : 

Y2 _ yp(p+2v) = o. 
Es hat die Curve neben einem Paare osculirender parallelen Asymptoten, 

1) ein zweites solches Paar: 

108. ^ (p^- r )(q^-y^ ^ fi^o; 1 7 ] 

2) eine Spitze erster Art: 

109. p^(q^— y^) + A* = 0- [« ] 
Es hat die Curve neben einer Spitze erster Art, 

1) eine zweite solche Spitze: 

110. p2q2 ^ Kp+^Xq+'fP 4- /* == o; [S\ 

2) zwei in unendlicher Entfernung sich berührende , reelle oder imaginäre Zweigen- 
Paare: 



') Da« Zeichen des AUtdrucks (y* — fi)y entscheidet iiber die Realität oder IinaginaritUt der Zweige, «de 
bei den Arteo 81* und 82* 
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111. 112. pV + 2yp(q+x) + ^ = o ; [7 | 

3) eine Spitze zweiter Art : 

113. pV + 2>p(q-fx) + y2 = o. [6] 
Dieser letzten Gleichtog können wir auch die folgende Fem geben: 

y2 4. ap = 0. 
Hiermit sind alle mögUchen Arten des 6. Falles erschöpft. Wenn die beiden Zweigen- 

Paare dieses Falles nicht in gegenseitiger Abhängigkeit ständen, so würden wir -j^ ^ 7ß 

verschiedene Arten erhalten; aber, dieser Abhängigkeit wegfn, redudrt sich die Anzahl 
derselben auf die Hälfte. ^) 

Siebenter Fall ^ 

Die Curve hat eine geradlinige Asymptote und wird demnach von jeder derselben parallel 
gezogenen geraden Linie nur in drei Puncten geschnitten. Was die andern an dieser Asymptote 
sich nicht hinziehenden unendlichen Zweige betrifit , so tritt uns hier eine vierfache Unter- 
scheidung entgegen. 

A. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in drei Puncten geschnitten wird. Eine beliebige Parabel, deren Durchmesser 
diese Richtung haben , schneidet die Curve nur in sechs Puncten. Aber dennoch gibt es we- 
der eine zweite geradlinige noch eine parabolische Asymptote, statt dessen gibt es aber 
unendlich viele semicubi - parabolischen Asymptoten : 

114. (p*+^')r + Kp+7i)t + fi ^ 0. [12] 

In untergeordneten FäUen ist die geradlinige Asymptote R eine drei- und vierpunctig 
osculirende: 

115. (p^-f Aq^)r + Kp+^)(r+(») + f* == , L^l] 

116. (p'+^^)r + Kp+^)r + M = 0. [10] 

B. Es gibt eine zweite Richtung , nach welcher jede gerade Linie die Curve nur 
in zwei Puncten schneidet, ohne darum Asymptote zu sein. Alle Parabdn von bestimmtem 
Parameter , deren Durchmesser eben diese Richtung haben , schneiden die Curve nur in 4 
Puncten ohne jedoch ihre Asymptoten zu sein. Aber unter jenen geraden Linien gibt es 
dne, P , M-elche die Curve nur in einem Puncto schneidet, und dadurch zur As)inptofe wird, 
und , unter jenen Parabeln gibt es unendlich viele mit einer gemeinsamen Axe , welche die 
Curve nur in 3 Puncten schneiden und dadurch zu Asymptoten werden und endlich ifuter 
diesen eine fOnfpunctig osculirende, welche die Curve nur in 2 Puncten schneidet. Es stellen 
sich hier sechs Arten heraus , weil auf der Asymptote R der Contact bis zu einem vierpun- 
ctigen , auf der Asymptote P aber nur bis zu einem dreipunctigen ansteigen kann. 

1) Die Asymptote P ist eine gewöhnliche: , 

*) Elller zählt 47 Arten. Hierbei Ist ^uTördertt ein Rechuuogsfebler zu berichtigeo. Deniiv in der 

VorautsetzuDg, dass ein Zweig auf die Natur der andern keinen Einfluss hat, bestimmt er die An* 

zahl der möglichen Arten auf 49 = 7*, nemlidi gleich dem Quadrate der Ton ihm angenommenen 

7 8 
Anzahl verschiedener Arten des 4. Falles. Sutt dessen hätte er '= 28 nehmen müssen. End.. 

lieh erkennt Euler 2 Fälle als unmöglich an, so dass er eigentlich 26 Arten bezeichnet. Diese 
Anzahl vermindert sich noch nuf^S, weil drei von diesen Arten nicht existiren ; dagegen hat Etiler 
die 15 Arten: 79,84—87, 90, 95,97, 102, 107 und 113 ubersehn. Somit tnhalten wir die im Texte 
aufgezählten 38 Arten. 
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117. p(p2+^)r + Kp^+yg) = , [II] 

' 118. p(pM-Aq)r + yg « o , [10] 

119. p(p^^)r + IT + A* = o; [9] 
9) die Asymptote P ist eine oscalirende : 

120. ^ p(p^^q)r + ap* + iT> + Ai = o, [10] 
181. p(p^+^)r + iT> + A4 s= 0, [9] 
IM. p(p^+Aq)r + /it = o. [8 ] 

C. , Es gibt doe «weite lUchtmig , nach welcher die Curve voo eiuer beliebigen 
geraden Linie nur in swd Puneten geschnitten wird^ aber diese gerade Linie wird niemals 
Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
in 5 Puneten, aber keine Umgestaltung und kein Verschieben dieser Parabel machen dieselbe 
zur Asympt4>te. Es hat die Curve unendlich viele parabolischen Asymptoten. Mit Rücksicht 
darauf, dass die Asymptote R auch drei- und vierpunctig osculiren kann, ergeben sich 
hier 3 Arten: 

laa. (p^+^)r -f ap2 + •'p + A* = , [10] 

124. (p^+H[)r + yp + A* = o, [9] 

125. (p^+Aq)r + a« = o. [8] 

Wir können die unter C. und D. unterschiedenen Fälle dadurch chararterisfisch bezeich- 
nen , dass wir sagen , die Curve habe in unendlicher Entfernung nach der Richtung von P 
einen Doppelpunct Bei den Pallien unter D. liegen die Tangeuten dieses Doppelpunctes beide 
unendlich weit, während bei den Fällen unter C. eine dieser beiden Tangenten die Asymptote 
P ist und nur die andere unendlich weit liegt. 

D. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in einem einzigen Puncte geschnitten wird, ohne dass diese deshalb Asymptote 
ist Es hat die Curve neben ihrer Asymptote Q ^ die eine gewöhnliche , eine drei- und eine 
vierpunctig osculirende sein kann, drei parallele, Asymptoten, welche der Curve gar nicht 
begegnen und deshalb auch nicht in osculirende Übergehen können. Diese drei Asymptoten 
sind als die drei Tangenten eines nach der Richtung von P in unendlicher Entfernung lie- 
genden dreifachen Punctes der Curve anzusehen. 

1) Es sind zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär: 

126. (p^l^)(p-l-?')q + ap2 -h yp + A< = , [9] 
187. (p'+5^)(p+^)q + IT + A* = , [8] 

128. (p'+5')(p+?')q + A* '= 0. 17] 

2) die parallelen Asymptoten sind alle drei' parallel : 

129. p(p+^)(p+»')q + crp2 + yp -f A* •= 0, [9] 

130. P(p-l-'')(p+7»')q + vp + A* == o , [8] 

131. p(p+?iKp+^^q -f A^ = 0. [7] 

3) es follen zwei der drei parallelen As>'mptoten zusammen. Die Curve hat eine Spitze 
zweiter Art, zwischen deren Schenkel ein hyperbolischer Zweig sich hindurchzieht: 

132. P^(p+^)f + 'Tf^ + >'P H- A* = »» - [S] 

133. p'(pH-^)q + yp + A* = o, [7] 

134. p'(p+»)q + A* = 0. [6] 

4) die parallelen Asymptoten fallen alle drei zusammen, wonach drei unendliche Zweige 
d^ Curve sich auf einen einzigen zusammenziehen: 

'135. p^q + ap2 + 1^ -h A* = ^» L^I 

136. p^q + yp + A< = o 1 W 

137. p^q + A* = 0. [^1 

- 19 



l46 Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

Achter Fall 

A. Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie in 3 Puncten geschnitten wird; aber unter diesen geraden Linien ist keine 
Asymptote. Jede Parabel, deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
ia sechs Puncten. Aber es gibt keine parabolischen Asymptote. Es gibt auch keine Asym- 
ptote der dritten Ordnung. Nur einfachere Curven, die ebenfalls von der vierten Ordnung 
sind, stellen annäherungsweise den Lauf der unendlichen Zweige dar. 

138. p^ + q(>fp^+^q^ + Kp+^)r + /u = o. ♦) [11] 

Nur in untergeordneten Fällen gibt es unendlich viele Parabeln von der Ordnung f, 
weiche Asymptoten der Curve sind und, bei willktthrlicher Restimmung der Constanten x, 
durch die folgende Gleichung dargestellt M^erden: 

p4 + A(q+x)3 = 0. 

Für diese parabolischen Asymptoten ist die Ordnung des Contactes überhaupt |, steigt aber 
für eine derselben im Allgemeinen zu | und in besondem Fällen zu |, |, | und i an. 

139. (p^+^') + KpH-^)r + iu = o. [10] 

R. Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in zwei Puncten geschnitten wird. Unter diesen geraden Linien schneidet 
eine die Curve nur in einem einzigen Puncte, und ist Asymptote. Jede Parabel, deren Durch, 
messer diese Richtung haben, schneidet die Curve immer in 5 Puncten. Es gibt aber keine 
parabolischen Asymptoten. Aber es gibt semicubiparabolische A^symptoten^ deren Durchmesser 
(gerade Linien, welche die Curve nur in zwei Puncten schneiden,) die eben bezeichnete Rich- 
tung haben. Wir erhalten hier zwei Arten, die geradlinige Asymptote kann eine gewöhn- 
liche und eine osculirende sein. 

140. (pH-^)(p^+3Lq^) + crp^ + wr = o, [10] 

141. (p+7i)(p^+Aq2) + cf^ + vf + in =^ i}. [9] 

C Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer geraden Li- 
nie nur in 2 Puncten geschnitten wird. Keine solche Linie ist Asymptote. Alle Parabeln, 
deren Durchmesser diese Richtung haben , schneiden die Curve nur in 4 Puncten. Jede sol- 
che Parabel hängt noch von 3 willktthrlichen Constanten ab ; durch gehörige Restimmung 
zweier derselben, ergeben sich zwei Gruppen parabolischer As>inptoten, deren jede die 
Curve nur in 2 Puncten schneidet In jeder dieser beiden Gruppen befindet sich eine oscu- 
lirende, welche die Curve, im Allgemeinen, in einem einzigen Puncte schneidet» Diese bei- 
den oscnlirenden Asymptoten treten in folgender Form in Evidenz: . 

(p^Aq)(p2+yr) + i'p + ^ = o. 
Da aber die beiden Gruppen parabolischer Asymptoten sowohl imaginär als reell sein kön- 
nen, müssen wir zwei Arten unterscheiden, welche durch das doppelie Zeichen in der fol- 
genden Form , die mit der vorhergehenden identisch ist , angezeigt werden : 

142. 143. [(p^Aq)2± rf^r^] + vp + /« = o. [9] 

Dm den llebergang zwischen diesen beiden Arten zu bestimmen, wollen wir untersu- 
chen, was in dem Falle gleicher Parameter der beiden Gruppen parabolischer Asynfptoten 

"*) pie 138. Art> die allgemeine det achten Falles, ist Eule r entgangen, der anza nehmen tcheintf daas eine 
Curve von beliebiger Ordnung nothwendig eine solche Asymptote hat » welche durch eine aweiglie- 
drige Gleichung: 

dai^estellt wird. Diess findet indess nicht mehr Statt, wenn wir über den 3. Grad hinausgehen. 
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Statt findet Dann redvcirt sich die Panction r in der ler;iten Gleichung auf (p-i-7r) und in 
Folge hiervon verliert diese Gleichung nicht bloss eine, sondern 2 Constanten. Es gibt also 
noch einen allgemeinem Fall , bevor Mir zu diesem Falle gelangen« In demselben sind die 
beiden Gruppen parabolischer As>'mptoten unendlich weit gertIckt, so dass es eigentlich keim? 
parabolischen Asymptoten mehr gibt. Und ebenso wie zwei geradlinige und unendlich weit 
entfernt liegende Asymptoten durch Parabeln vertreten werden, und diese Parabeln den 
Uebergang zwischen zwei gewöhnlichen und zwei parallelen Asymptoten bezeichnen, 
so werden auch zwei mendlich weil gerttckte Gruppen parabotiseber Asymptoten mit ge- 
meinsamer Durchmesser - Uchtmig durch A8>'mptoten der 4. Ordnung vertreten , und diese 
bezeichnen den Uebergang zwischen solchen Gruppen parabolischer Asymptoten mit verschie- 
denem und mit gleichem Parameter. Die fragliche Art von Curven hat eine Gleichung von 
folgender Form: 

144. (p^+Aq)' + y(p+^)r + ^u = o. [8] 
Jede Parabel, welche durch* die Gleichung von der Form: 

p2 + Xs = 0, 
und also mit dar, in der Gleichung der Curve in Evidenz tretenden, gleiche Axenrichtung 
und gleichen Parameter hat, schneidet die Curve in 3 aber keine Parabel schneidet sie in 
weniger Puncten» 

Wenn die Gleichung der 144. Curven «Art sich in folgende particularisirt : 

145. 14ß. (p^+Aq)2 ± 3f^p2 + vp + iu = o, [7] 

so hat die Curve zwei Gruppen imaginärer oder reeller parabolischen Asymptoten mit glei- 
cher Durchmesser-Richtung und gleichem Parameter. Die beiden osculirenden parabolischen 
Asymptoten treten in der folgenden Form in Evidenz: 

(pHAq)(pM-Ar) + iu = o. (a) 

Sie schneiden die Curve in keinem Puncto mehr. Zwei Parabeln von gleicher Durchmesser- 
Richtung nnd gleichem Parameter osculiren sich in unendlicher Entfernung dreipunctig; das- 
selbe thun also auch die beiden parabolischen Zweige der Curve und eine parabolische As>in- 
ptote, welche einen dieser Zweige flinfpunctig osculirt, osculirt nothwendig den andern 
dreipunctig, wonach alle Durchschnittspuncte einer solchen Asymptote mit der Curve erschöpft 
sind. 

Wenn in der Gleichung der beiden letzten Curven- Arten » verschwindet, so kommt: 
147. (p2+Aq)2 + yp + ^ = o. [6] 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel: 

p^ + Xq = 0, 
eine Spitze zweiter Art, die von zwei solchen Sdienkdn gebildet wird, die unter 
einander einen Contact von der Ordnung i haben. 

Hiermit sind alle Arten erschöpfL Es kann die Curve nicht zwei volkttodige parabo* 
tischen Zweige haben, die sich vierpunctig osculiren; denn dann würde die, einen Zweig fünf- 
punctig osculirende, Parabel die Curve in 9 unendlich weit entfernten Puncten schneiden. 
Diess stimmt damit überein , dass , M'enn wir in der Gleichung ' (a) r = q h- a setzen , diese 
Gleichung in zwei Gleichungen des 2. Grades sich auflöset. *) 



*) AU hierher gehörig fuhrt Euler leiDe 139«» 140. und 141. Art auf. Doch seine Betrachtungswei- 
sen sind in mehrerer Hinsicht irrthumlich. Indem er von der folgenden Gleichung in gewöhnlichen 
Parallel - Coordinaten autgeht: 

(y*+ny»x+ex») + cy» -f- dyx + fy + gx + h r:=. o, 
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Iir den Arten unter B. und C. hat die Curve io unendlicher Entfernung einen Doppel- 
punct; einmal liegt eine Tangente desselben, d^ andere Hai liegen beide Tangenten un- 
endlich weit ^ '. 

D. Es gibt eine einnige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in einem einzigen Plincte geschnitten wird. Zwei solche geraden Linien 
schneiden die Curve gar nicht , und sind ihre Asymptoten. Eine Parabel , deren Durchmes- 
ser diese Richtung haben, schneidet die Curve im Allgemeinen in vier Puncten. Sie kann 
so bestimmt werden, dass von diesen noch zwei und auch drei unendlich weit rücken, und 
wird dann einmal eine gewöhnliche , das andere Mal eine osculirende parabolische Asym- 
ptote. Da die beiden parallelen geradlinigen Asymptoten imaginär und reell sein, und auch 
eine Spitze erster Art bilden können, ergeben sich drei Arten von Curven: 

148. 149. (p^±l')(p'+^) -f iTf + /E* = , [8] 

150. p^(p'+^) + yp + /w = 0. [7] 

E. Es gibt eine Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen geraden 
Linie nur in einem Puncte geschnitten wird ; eine solche gerade Linie , welche die Curve 
gar nicht schneidet , ist Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, 
schneidet die Curve nur in 4 Puncten , keine in weniger : es gibt keine parabolisdien Asym- 
ptoten., JDie Curve hat, neben der gradlinigen Asymptote, nur cubi - parabolische. 

151. (p+«)(p*+Aq) + A* = 0. [7] 

F. Es gibt eine Richlauig, nach welcher die Curve von einer beliebigen geraden 



zerlegt er das erste Glied derselben folgendergesttlt in Factoren zweiten Grades: 

welchen zwei Parabeln mit derselben Axe (mit demselben Durchmesser und derselben Tangente im 
Scheitel desselben) entspisechen* Di^se beiden Parabeln sind nach ihm die beiden Asymptoten der 
Curve. Wie &beraU, so siebt er auch hier nur zwei solcher Asymptoten, wo es deren unendlich 
viele gibt. Dann aber hängen diese beiden Parabeln auch von der zum Theil willkuhrlichen An- 
nahme der Coordinaten-Axe ab und man würde andere parabolischen Asymptoten erhalten, wenn 
man beide 'Ax.en beliebig verschöbe, aber so dass sie mit sich selbst paraUel blieben. Die beiden 
E u 1 e r'schen Parabeln sind femer nicht einmal Asymptolea. Um diess zu zeigen, wollen wir, indem wir 
der Abscisse x einen unendlichen Werth geben, den Werth der entsprechenden Ordinate eines 
Punctes der einen jener beiden Parabeln durcli y bezeichnen, so dass 

y^ + P» = o . 
und den entsprechenden Werth der Ordinate eines Punctes der Curve durch fy-f-/}); dann Ist: 

(y+« +P*« (y+;>;^ + p^x 

und hieraus erhält man, indem man auf die vorhergehende Gleichung Rücksicht nimmt und y ge- 
gen X und Constante gegen y vernachlässigt, 

S^ d „ d 

^ 2(p-p') /(?:R)' 

Damit also die fraglich« Parabel eine Asymptote der Curve werde, müssen wir dieselbe, parallel 
mit sich selbst und mit ihren Durchmessern (der Axe der x), um eine Strecke, die gleich ß \$t, 
verschieben. 

Für den Fall» dast 

a' — . 4e «■ ü , 
schliesst Euler, dass die beiden osculirenden Asymptoten zusammenfallen, was niemals Statt fin- 
den kann. Im vorliegenden Falle müsste man die Parabel unendlich weit verschieben, damit sie 
Asymptote würde; das heisst es existiren in diesem Falle überhaupt keine parabolischen Asympto- 
ten. Vergl. Euler's „Einleitung*« II. J. 269. 
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Liiiie iminer in einon einzigen' Puncte geschnitten wird. Jede Parabel , deren Durclimesser 
diese Richtung haben, schneidet die Cqrve immer in 4, niemals in weniger Puncten. Es 
gibt weder geradlinige noch parabolische Asymptoten. Auch keine Parabel der dritten Ord- 
nung ist Asymptote der Curve , es hat dieselbe nur Parabeln der ^. Ordnung zu ihren Asym- 
ptoten. 

152. (pH-iq) + ij^ = 0. [6] 

Die Ordnung der Annäherung an diese Asymptoten , beträgt 1, und bleibt auch dieselbe/ 
wenn wir in der Gleichung: 

p4 + Xq = o , 
welche eine solche Asymptote darstellt , die lineare Function q mit irgend einer andern ver- 
tausdien , und nur den Werth von l unverändert lassen. 

Die Curven- Arten unter D., E. und F. haben in unendlicher Entfernung einen dreifa- 
chen Puncty und die dreifache Unterscheidung bezieht sich darauf, dass 1) von den drei 
Tangenten dieses Punctes eine unendlich weit liegt , 3) dass zwei dieser Tangenten, 3) dass 
alle drei unendlich weit liegen. — 

Wir haben also im Ganzen 152 verschiedene Arten von Curven der 4. Ordnung aufge- 
zählt. Dieser Zahl selbst dürfen wir jedoch keine besondere Bedeutsamkeit beilegen , weil 
es sich hier von der Aufzählung von soldien Fällen handelt , die einander mehrfach unter- 
geordnet sind. *) 

§. 8. 
Asymptoten der vierten OHInrnnar» 

164. Eine Asymptote der 4. Ordnung , welche vier lineare Asymptoten ersetzt, tritt in 
der folgenden allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung in Evidenz : 

i^9„-.4 + fitSin^ = 0. 

Die Form dieser Gleichung schliesst die verschiedenen in den sechs ersten Paragraphen dis- 
cutirten Formen in, sich ein. Als neue Fälle haben wir nur diejenigen zu betrachten, in wel- 
chen diese Formen: '^ 

p0a— i + ^ßo— s = 0, 
ßjön— 3 -f ^ßn—a = »t 

Überhaupt nicht existiren oder unbestimmt Merden, was dann geschieht, wenn die Gleichung 
(1) die folgende Form mit überzähligen Constonten annehmen kann: 

Wir wollen uns hier auf der Aufzählung der sieben möglichen Fälle besdiränken , und, 
bloss der Kürze wegen , annehmen , dass ii«b5. 



*) Eine AbbandluDg unter dem Titel ^oum^ratioo des conrbet du quatrieme ordre , d'apret U nature 
differeute de leurt braocbei inßoiei« ist von mir im Juli-Hefte 1836 des 1» Bandes des ,^ournal de 
matbeniatiques par L io uvUle** erscbienen und.bei der Ausarbeitung des vorstebenden 7- Paragraphen 
beoutj^t worden> Wenn in dieser Abhandlung nur t35 Curven- Arien hervorgehoben worden sind< 
so ist diess nur wenig erheblich. Zu bemerken ist aber, dass hier die Gleichung der 21. Art eine 
Coustante zu wenig hat, wodurch denn auch eine Curven-Art (nach der Aufzählung des Textes die 
49 }• welche der 46- Art Torhergehen muss» übersehen worden ist. Da hidess andrerseits die durch 
64- augezeigte Art wegfallen moss, so bleibt die angeführte Anzahl verschiedener Arten unverändert. 
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Erster FäU. 

Die Asympfotea sind Curven vierter Ordnung der 139. Art Die allgemeine 

Gleichung ist: 

jp4 + q(^q-4-xp^) ( s + v{j^n)t\i + ^ew = o. [I7J 

Erst wenn x verschwindet, werden diese Curven durch Parabeln von der Ordnung f vertreten: 

(p*-fAq^)s 4- i'Cp+Tiltu + iuw = o. [16] 

Zweiter Fall. 

Die Curve hat semicubi - parabolische Asymptoten und eine gerad- 
linige Asymptote, von derjenigen Richtung, nach welcher jen'e in 2wei 
Puncten geschnitten wird. 

(p+7jXp3+Xq2)s + (>(p^+Av)t + vp + /« = 0. [161 

Dritter Fall 

Die Curve hat 2wei Gruppen parabolischer Asymptoten von gemein- 
samer Durchmesser-Richtung. 

Die beiden parabolischen Asymptoten können sowohl imaginär als reell sein. Diesen 
beiden Fallen entspricht das doppelte Zeichen in der nachstehenden allgemeinen Gleichung: 

}(p2+Aqj2 ± x^r^ja +. Kp+^)(pM-xt) + iu = o. [15] (1) 

In dem Falle, dass die parabolischen Asymptoten reell sind, können wir die vorstehende 
Gleichung auch auf folgende Form bringen, in welcher die beiden fQnfpunctig osculirenden 
Hyperbeln unmittelbar in Evidenz treten: 

(p^+Vq)(p^+^"r)s + i'(p+n)rp24->ft) H- /i = o. [löj (2) 

Diese Form , welche die hothwendigen 15 Constanten enthalt , ist durch sich selbst gerecht- 
fertigt Denn jede der beidea Parabeln: 

p2 4- Vq = 0, p^ + Ar = 0, 

schneidet die Curve nur in 3 Puncten, w eil 7 unendlich weit liegen. Von diesen kommen zwei 
auf denjenigen Zweig, den sie nicht osculirt, weil zwei Curven - Zweige , welche von zwei 
Parabeln mit derselben Durchmesser-Richtung ftinfpunctig osculirt werden , wie diese beiden 
Parabeln selbst, in unendlicher Entfernung sich berühren. In den folgenden Fallen steigt 
die Ordnung der Osculation ; wir haben dieselbe wie früher (90) bezeichnet. 

VI V (p^+A'q)(p^X"r)s + i'(p+7i)(p2+A't) + /« = o , [14J 

Vn V . + v(p+7i)(p24-A'q+x) + /i = o, (13J 

VIU V » + »'(p-fnKp^+Vq) + /i = 0, [12] 

VI VI (pHAq)(p2+r'r)s -h y(p^+xt) = , [13] 

VII VI » 4- Kp^+Vt) = 0, [12] 
VinVI ' » + y(p^+>l'qH-^) = 0, [11] 
VII VII (p^^'q)(p^+rr)s + yp + /i = o, [H] 

vnivin (p2+Vq)(p^rr)8 + ^u = o. [lo] 

Bevor die parabolischen Asymptoten der beiden Gruppen sich dreipwictig osculiren, rücken 
sie unendlich weit und die Curve hat nur Curven vierter Ordnung der 14^. Art zu Asymptoten: 

jfp'H-^)^ + ^(p+7j)qjs -f Kp+^)(p'+«t) + iu = o. [14] (3) 

In dem Falle zweier sich dreipunctig osculirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese sowohl imaginär, als auch reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen in der 
folgenden allgemeinen Gleichung dieses Falles: 

{(^^^)' ± nXf^ny\s + Kp+^KP'-H^) + /^ = o. 113] (4) 
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* 
In der folgenden Form treten, für den Fall, dass die anendlichen Zweige reell sind, 4ie 
beiden fUnfpunctig osculirenden Parabeln , deren jede die Curve nur in zwei Puncten schnei- 
det, unmittelbar in Evidenz: 

V V (p^^)(FM-Ar)s + i'(p+n)(p^+Xt) + fi ^ 0. [13] 

Die Osculation dieser Parabeln steigt in den nachstehenden Fälleii zu einer h<(hem Ord- 
nung an: 

VI V (pM^qXp^^r)s + Kp+«XpH-A(q+x)) + ^u « o , [WJ 

Vn V » » 4- |r(p4.7i)(p2+Xq) + /li « o , [11] 

VI VI (p^iq)(p^Ar> + Kp'+U) = o, [11] 

VnVI » • + Kp^M-^Cq+Jc)) « o, [10] 

VUVU (p^+AqXp^Ar)s + /t* « o. [9] 

Bei dem Uebergangs-Falle zwischen zwei Gruppen sich gegenseitig osculirender, reellen 

und imaginären parabolischen Asymptoten , nimmt die Qieldhnng C^) , indem sie eine Con- 

stante verliert, die folgende Form an: 

{(P^^)^ + ^P}s + Kp+^)(pH-U) + /i = o. [12] 

Dann hat die Curve in nnendlidier Entfernung eine Spitze zweiter Art , die von zwei para- 
bolischen Schenkeln gebildet wird. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung dieser bei- 
den Schenkel beträgt }, sie ist zugleich die Ordnung der Annäherung an die Parabel: 

p2 4. 1, = 4), 

md bleibt es immer, wie wir anch diese Parabel, parallel mit sich selbst, nach der Rich- 
tung ihrer Durchmesser verschieben^» 

In dem Falle zweier sich vierpunct% osculirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese wiederum sowohl imagmär als reell sein. Diesem entspricht, das doppelte Zeiciien, in 
der nachstehenden allgemeinen Oldchung dieses Falles: 

{(p^^)' ± o^js + Kp+^)(p'+^(q+x)) + ft = 0. [11] 

In der folgenden Form treten, für den Fall, dass die unendlichen Zweige reell sind, die 
beiden fUnfpunctig osculirenden Parabeln , deren jede die Curve nur in einem einzigen Puncte 
schneidet, unmittelbar in Evident: 

V V (p^+Xq){p'+A(q+x))8 + Wp+nKp^+^lq+x» + /u =^ o. [11] 
Die Ordnung der Osculation ist in den nachstehenden Fällen gestiegen: 

VI V (p24.^q)(q2+X(q+)c))8 + ^Cp+nX^^+Aq) + ^u = o , [10] 

VI VI (p2+Aq)(p2+;i(q+x))8 + KpM-A(q+x)) =r o. [9] 

Bei dem Uebergang von reellen zu imaginären, vollständigen parabolischen Zweigen des 
vorigen Falles , ergibt sich die folgende Form : 

(pM-Xq^^s 4. Kp+'iXp'+XCq+xO + M = o. [10] 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel : 

p2 + Aq «= o, (5) 

eine Spitze zweiter Art. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung der beiden Schenkel, 
welche diese Spitze bilden, beträgt |; dasselbe ist die Ordnung der Annäherung an die frag- 
liehe Parabel ; vergeben wir diese nach der Richtung ihrer Durchmesser, parallel mit sich 
selbst, so sinkt jene Ordnung auf |. 

In einem neuen Falle hat die Curve zwei vollständige parabolischen Zweige, welche 
unter sich und mit der Parabel (5) einen fflufpunctigen Contact (einen Contact der ersten 
Ordnung) haben : 

(P^'+Xq)^ + Kp+^)(pH^Xq) + /« « o. |9] 

Diese Parabel schneidet die Curve in keinem Puncte mehr uAd somit ist die höchste Ordnung 
der gegenseitigen Annäherung beider erreicht. Um zu erkennen, ob diese Zweige reell oder 
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imaginär sind » können wir , für anendlich weit entfernte Puncte, *8 «= q = — ^ setzen. Dann 
kommt für solche Puncte: 

wonach wir fttr (p^-hAq)|i reelle oder imaginäre Werthe erhalten, je nadMem: 

Cy^X-f4iu)X>o, oder iv^X+4^)X<o. 

Hierin liegt denn auch die Unterscheidung ^ oh die unendlichen Zweige der Cunre redl oder 
imaginär sind. Wenn insbesondere x 

y^X •+• 4^ = o, 
so können wir, indem wir zugleich die Function s in (q+ap^-jS) auflösen und, der Kürze 
halber y , 

p^ + Aq s Jl 
setzen , die Gleichung der Cunre folgendergestalt schreiben : 

n\q-¥cqf+ß) + Kp+n)il — J»''* = 0, [81 (5) 

und dann auch auf die folgende Form bringen : 

|J2p— i;ivp — XJZ(«pi2+wi) — Xßn^ — J13 « 0. 
Die Glieder dieser letzten Gleichung sind nach der Ordnung ihrer Grösse für unend- 
lich weit entfernte Puncte geordnet. Bei gehörigen Vernachlässigungen kommt für solche 
Puncte: 

n = iXvf-^ ± /{XJ2(apJI+yi»)} p-* 
= iAy[p-»±/(oA+2;i).p-2], 

Wir sehen also , dass die Curve in dem vorliegenden Falle eine solche Spitze zweiter Art 
hat , deren beiden Schenkel mit der Parabel J2 einen Contact der ersten Ordnung, unter sich 
aber einen Contact von der Ordnung ^ haben. Es liegen hiemach die beiden Schenkel auf 
derselben Seite dieser Parabel. ^) 

Venu, indem wir fortlahren die Curve zu particularisiren : 

aX + Jir Ä 0, 
so erhält dieselbe ihre beiden vollständigen parabolischen Zweige wieder. Die Gleichung (5) 
geht alsdann in die folgende flb^: 

12'(q-y P+/J) + K^n)n — i>n = 0, [7] 

und kann folgendergestalt geordnet werden: 

Für die unendlichen Zweige ergibt sich hiernach: 

Die beiden unendlichen Zweige der Curve haben also unter einander einen Contact von der 



*} Dieser Fall und die folgenden sind deiBjienigen analog , dati zum Beispiel, bei Curven vierter Ord- 
nung , zwei unendliche Zweige unter einander einen Contact von den Ordnungen ^ , 2 und ^ , mh 
ihrer gemeinschaftlichen Asymptote aber nur einen Contact von der 1. Ordnung haben können. 
Hier berühren sich zwar die beiden unendlichen Zweige in mehr als zwei Puncten, aber nur durch 
zwei derselben I9sst sich eine gerade Linie legen , so dass diese die Curve nur in vier Puncten 
schneidet. In den Fallen des Textes berühren sich zwe! parabolische Zweige zwar in mehr als fünf 
Puncten , aber nur fünf sind als auf derselben Parabel liegend zu betrachten, so dass die osculirende 
Parabel, laden sie nur sehn Puncte mit der Curve in unendlicher Entfernung gemein hat, auch 
in Beziehui^ auf die Ordnung des Coatactet eiaea Cunren - Zweig nicht vollständig vertreten kann. 
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Ordnung |, während Ihr Contact mit der Parabel fl von der ersten Ordnung geblieben ist 
Sie liegen beide auf derselben Seite dieser Parabel und sind reell oder tmaginär, je nachdem 

A/J + »2 > o , oder Xß ^ n^ < o. 

Wenn insbesondere endlich ; 

Xß ^ n^ ^ o, 

80 wird die Gleichung (5) die folgende: 

und kann auch folgendergestalt geschrieben werden: \ 

|/7p— i;iH-7rn|2 — JI^ = o =e 0. 

Dann kommt Air unendlich weit entfernte Puncte der Curve : 

n =r jAfp-* — XTiHf' ± nif' 

woraus ersichtlich ist, dass 2wei unendliche Zweige der Gurve eine soldie Spitze zweiter 
Art auf der Parabel H bilden ^ deren Schenkel unter sich einen Contact von der Ordnung i 
haben. 

Hiermit sind alle untergeordneten Falle des dritten Falles erschöpft. Wir mussten dem- 
selben eine besondere Aufmerksamkeit schenken, weil hier neue Beziehungen zur Sprache ge- 
kommen sind« Die folgenden Falle kt^nnen wir kurz behandeln. 

, Vierter Fall 

Die Curve hat eine Gruppe parabolischer Asymptoten und zwei gerad- 
linige Asymptoten^ welche mit zwei Durehmessern jener zusammen^ 
f a 1 1 e n ; 

(p'±r)(pH^i«)8 + Kp+nXp^xt> + /M = o. [141 

Fünfter Fall 

Die Curve hat eine cubiparabolische Asymptote^ und äberdiei^s eine ge- 
radlinige Asymptote, Melche ein Durchmesser derselben ist: * 

(p+nXp»+Aq)s + v(f-^ay + iwt « o. |13] 

Sechster Faü. 

Die Curve hat Parabeln der vierten Ordnung zu Asymptoten: 

(p«+Aq)s -h vfH + ^p+iJ) = o. [121 

Siebenter Fall 

Die Curve hat vier parallele gevadlini gen Asymptoten ,. oder, mit andern 
Worten, in unendlicher Entfernung einen vierfachen Punct: 

p(pH-'rKpH:»')(P+»")8 + ^(p+«)(pH-«)(pH-tt') = o, (11} 

Es versteht sich , dass die vier parallelen Asymptoten aoch paarweise imaginär sein 
können. Es können auch 2wei , drei , auch zwei und zwei , und endlich auch alle vier zu- 
sammenfallen. Es können sich aber nicht zwei vollständige Curven- Zweige an einer Dop- 
pel - Asymptote bertthrend hinziehen, weil dann eine gerade Linie, welche in diese Asymptote 
fUlt , die Curve in 6 Puucten schneiden mussU, von welchen vier auf die fraglichen Curven- 
Zweige und zwei (dem Contacte fremde) auf diejenige kommen, welche zu den beiden öbrigen 

20 
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Parallel- Asymptoten f|;ehören. Einer Doppel-Asymptote entspricht hier immer eine Spitze er- 
ster Art. In dem Falle der folgenden (irleichung bildet die Curve zwei solche Spitzen auf 
zwei parallelen Doppel • Asjrmptoten : 

fKV+n)^s + X(p4-a)(p+a )(p4-a") = o. [9] 

Wenn drei Asymptoten zusammenfallen, so kommt: 

p3(p4-7i)8 + A(p+«Kp+a')(p+a") =0, [9] 

und die Ordnung der Annäherung an diese betragt immer nur |. Wenn alle vier Asympto- 
ten zusammenfallen, wo alsdann 

p^s -f X(p4-a)(p-fa )(p7H»') = o, [8] 

so, beträgt diese Ordnung immer |. 

Wenn unter den vier parallelen Asymptoten sich eine befindet, welche mit keiner der 
übrigen zusammenfällt, so gibt es nothwendig eine Hyperbel, welche den an dieser Asymptote 
sich hinziehenden unendlichen Zweig fünfpunctig osculirt. Diese tritt für die Asymptote P in 
der nachstehenden Gleichung in Evidenz * 

(p+^)(p+«'^)(p+^")[ptrfiul + ^p^p+/5)(p+/y) = o. [11] 

Wir sehen zugleich , dass die Osculation , durch das Verschwinden von ß und ß' noch 
um zwei Ordnungen , nemlich bis zu einer siebenpunctigen , ansteigen kann ; und diess ist 
damit im Einklänge, dass, wenn wir zu den entsprechenden 7, unendlich weit entfernten, 
Durchschnittspuncten die 3, der Osculation fremden , ^ hinzuzählen , dadurch die 10 Durch- 
schnittspuncte der Curve und einer Hj'perbel erschöpft sind. 

165. Ohne die allgemeinen Gleichungen ffir Curven einer beliebigen n. Ordnung, wel- 
die die sieben verschiedenen, in diesem Paragraphen aufgezählten, Arten von Asymptoten 
der vierten Ordnung haben, hinzuzuschreiben, berühre ich nur den wichtigsten Punct, in allen 
unseren Discussionen : die Anzahl der Constanten. Diese vermindert sich bei jeder folgenden Art 

von Asymptoten um eine Einheit, nnd sinkt somit von( -^-5 3 j bis zu f — ^ 9 1, 

Diese letzte Anzahl bezieht sich nemlich auf den Fall von vier parallelen Asymptoten , dem 
die folgende Gleichung entspricht : 

p(p+7r)(p+7i')(p+;i")e„-4 + X(p+a)(p+«'Xp+a")©n-.5 -+- /t4(p4-/J)(p+/?)©n-6 

+ Kp+y)ön-7 + pßn-9 =» O. — 



Zweiter Abschnitt. 

Ueber die Singularitäten in dem Laufe der Curven. 



§.1. 

üisciisflflon der vericlUedeMen iiil%llclieii Fülle rinsvIKrer Piuicte tuid iiMK«ll&rer 

Tanipeiiteii der C^urven* 

1. Es seien 4 und p beliebige lineare Punct - Coordinaten. *) Alsdann stellt die 

Gleicbung : , 

F(q,p) = fl = 0, (1) 

irgend eine Curve dar, die wir uns durch die Bewegung eines thmctes beschriebe denken 

und die Gleichung: 

q =; xp -i- y, (2) 

ist die Gleichung irgend einer geraden Linie. Die Durchschnitte dieser geraden Linie mit 

der Curve sind durch die Wurzln der nach^henden Gleicbuiig gegeben : 

P((^p+y),p) = «£ = 0. . (3) 

Sollen zwei Durchschnitte zusammenfallen und demnach die letzte Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln haben, so muss^ fttr diese Wurzel werthe , nebe« der letzten Gleidiung^ 
auch noch die folgende befriedigt werden: 

dS ^ (4) 

Wenn ein Durchscbnittspunkt der Curve (1) und der geraden Linie (t) und also die ent- 
sprechenden Werthe von q und p gegeben sind« so können wir, im Allgemeinen, durch 
die letze Gleichung x und dann durch die Gleichung (2), y auf lineare Weise bestimmen. 
Diese Constanten - Bestimmung macht, im Allgemeinen, die gerade Linie (2) zur Tan- 
gente der Curve in dem gegebenen Puncte» Immer aber fallen, Menn die Gleichungen (3) 



*) In der aUgemeimten Aanahme itt: 

u ▼ 

, = /,._. ? = "•;- 

indem wir cfiireh n , v und yr drei ganze linearea Functionen bezeichnen. Für die Entwickinngen 
des gegenwärtigen Paragraphen können wir, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thun, an die 
Stelle der linearen Function w eine blosse Constante setzen , und demnach q und p selbst als 
ganze lineare Functionen uad, wenn wir wollen, insbesondere auch als gewöhnliche Parallel- Coordi- 
naten betrachten. 
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und (4) beide befiriedigt werden, xwei DurchschniUe der Curve und der geraden Linie in 
einen einzigen Punct zusammen« 

Wenn nur die Curve (1) und nicht zugleich auf ihrem Umfange ein Punct gegeben ist, 
so können wir noch eine neue Bedingung hinzufügen und dann zwischen den Oieichungen 
(2), (3), (4) und der neu hinzukommenden Bedingungs- Gleichung, nachdem q und p elimi- 
nirt worden sind« x und y bestimmen. Eine solche neue ßedingung ist zum Beispiel dieje- 
nige, dass die Gleichung (3) nicht bloss ein einziges Paar, sondern zwei Paare glei- 
cher Wurzeln habe. Diese Constanten -Bestimmung würde die gerade Linie (2), im All- 
gemeinen, zu einer solchen, welche zwei reelle oder imaginaire Zweige der Curve (1) 
zugleich berührt: zu einer Doppel-Tangente, machen. Solche Doppel -Tangenten sind 
also für Curven , welche durch die Bewegung eines Punctes beschrieben werden , im Allge- 
meinen in gewisser Anzahl .vorhanden. 

Eine solche neue Bedingung ist ebenfalls, dass die Gleichung (3) drei gleiche Wur- 
zeln habe, und dass also, neben dieser Gleichung, und der Gleichung (4) auch noch die 
folgende bestehe: d^^ _ (5) 

dp^ 

Nach dieser Bestimmung erhalten wir immer diejenigen geraden Linien, auf welchen 
drei Durchschnittspuucte mit der Curve in einen einzigen Punct zusammenfallen; also, im 
Allgemeinen, die, in gewisser Anzahl vorhandenen, Tangenten in den Wendungspuncten 
der Curve. 

Bei Curven von besonderer Art können auf einer geraden Linie mehr als drei 
Durchschnittspuucte in einen einzigen Punct zusammenfallen. Es fallen vier Durchschnitte 
in einen Punct zusammen , wenn auch noch die Gleichung : * 

. «'^_« («) 

dp» - "' 

neben der frtthern besteht; besteht zugleich auch noch die folgende Gleidiung: 

d4S (7) 

dF "= "' 
SO fallen fflnf Durchschnittspuncte zusammen. Wenn überhaupt m Durchschnittspuncte zusam- 
menfallen sollen , SO müssen alle partiellen Differential - Coeffidenten von S in Beziehung auf 
p, bis zur (m— 1). Ordnung einschliesslich , für die Jiezüglichen Coordinaten - Werthe ver- 
schwinden. 

' 2. Wir wollen hier eine Bezeichnung einführen, welche uns in den nächsten Untersu- 
chungen den Vortheil einer grossen Kürze gewähren wird. Es sei nemlich : 

1 (AQ . dfli ^ 



1.2.3) d)^ 



1 . 2 / dq« ^ dqdp ^ dpM "" 

id'ß , ^ Am , ^ d'ß d^fl 



, « d'ß , ^ d'ß d^ii/ ^ 



1 \**'"ß ^1^« ^'"ß , m(m-l)..(ni-s + l) d^ß „^ . 

1.2..m)dq'" dq"'->dp ^ 1.2.. s dq"»-*dp* 



d«fl d«fl 

+ m j 5 ; • X -h 



dq dp™"^ 



dp"' \ 
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Wenn wir berfickdchtigen , dass in Feige der Gleichunf (3): 

89 Überzeugen wir uns sogleich , ckw nach unserer Beaeichnnnf : 

4J-.a, + *J=^.dp 

Ji j-J»P (»H-IXP...; 

abo, in Worten ausfedräckt, dass der Differential- Quotient , den man erhAlt, wenn man die 
Function (Ob (wo m irgend eine beliebige, ganze Zahl anzeigt) in Besidiung auf p diffe- 
rentiirt, indem man 9, nidit aber x, zugleich mit p sich ändern lässt» gleich ist dem (m+1)- 
fochen der Function (Om+i* Insbesondere also hat man : 

dq dp • ^' 

d©- da>, ^ ^ 

^•x -f --^ = 8.<Ds, u. s, w. 

df dp *>. 

Man hat femer, wovon man sich ebenfalls leicht überzeugt: 
d«x - dx« . ,d«a>„ . d«Ö>m 

^ dp — '^ == -liT" • ' ■*" ~¥~ ^ ^""•'■*'*^ "5^ 

Indem wir femer fQr m und ^ besondere Werthe ndunen , ergeben sich hiernach die folgen- 
den Gleichungen: 

, dO, d<t>i 

d • — -— d • 



dx , dx ^ dCPj 



dq • dp dx ' 

dg>2 j d<P, 

^* x+ ^* ^ 2 *®^ 



dq dp dx ' 

dx . * dx ^ da>4 

. jf + «— sBs 3 • ~r— , U. S. W. 



dq dp dx * 

d^, d^, 

dx2 * • ax2 ^ d^Ö) 

xH ' = 1 



2 » 



dq dp dx 

df®, d^^s 

dx^ " ' dx^ ^ d»Ö)4 

X H = = 2 • -T-T^ » ti. 8. W. 



dq dp "" dx^ ' 

dx* * dx^ ^ d'Ö>4 

3. Wenn wir die dcidiungen: 

iS d^fi d'S _ „ iü^ =, . 

dT"*' dP?"' dF " " ' * ^P"< 

zu, denen wir in der 1. Nummer gekommen sind, entwickeln und zugleich berflcksiditigen. 
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dass -ä = X, so erhalten wir nach der in der vorigen Nummer eingeführten Bezeichnung: 

<Pi « o, (pj = o, <p3 = o, . . . <D„ = o. 

Also auch, wenn, für bestimmte Coordinaten Werthe, die vorstehenden m Oleichnngen , zu- 
gleich mit der Gleichung der Curve (1) und der geraden Linie (2)^ befriedigt werden, schnei- 
det nach der 1. Nummer diese gerade Linie die Curve immer so, dass (m+1) Durchschnitts- 
puncte in einen einzigen Punct , der jenen Coordinaten- Werthen entspricht , zusammenfallen. 
4. Wenn wir femer die Gleidiüng der Curve : 

ß =3 O (1) 

wiederhohlt vollständig differentairen und dabei auf die analytischen Erörterungen der 2. 
Nummer Rücksicht nehmen, so ergibt sich unmittelbar: 

Ö>t = o, (2) 

3 jSO, + -_ . -j +_ . _ = ,, (4) 



•['^-^•5]J^^C^")V'H«^ 



dx> dp) dp- 



d<2), d«x d«I), d»x _ 



, r« i*?5 j. 4 4!^ dx^d'CPj^dxYi d'x ^ „ d^<P,^d»x\»^ 

'^ L dx "^ * dx* • djf "*"d?!'\^dpy J dp^ "*■ 'i^KipJ \ 



d<x 
dp« 



■^' *rdirs-*-d7-di;5 = ^- w 

In diesen Entwicklungen^ die wir ohne Schwierigkeit weiter fortfilhrea können, kann 
jeder Differential-Quotient der m. Ordnung von x durch den Differential-Quotiaiten der (m+l). 
Ordnung von q ersetzt werden« Es ist: 

d™x d"*+'q 

dp^ "" dp"*+** 

Einfache Puncte. 

5. Wenn wir auf dem Um£uige der Curve Si einen Punct annehmen und dann für die 
Coordinaten - Werthe dieses Punctes nicht zugleich : 

^ == ^' dT ^^ "' 
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so wird die Gieichuiig: 

<I>i = o 
keine identisdie und gibt immer für x einen einzigen, vollkommen bestimmten Werth und der 
auf der Cuiye angenommene Punct ist ein einfacher Puncjt. Es vereinigen sich in dem- 
selben nicht zwei verschiedene Zweige der Curve. Die Tangente in dem einfachen Puncte 
ist ihrersdts auch eine einfache und gewöhnliche , wenn auf ihr nur zwei Durchschnitte mit 
der Curve in einen Punct zusammenfallen und also nach der 8. Nummer für die Coordina- 
ten^^Werthe dieses Punctes nur die Gleichung (8), nicht aber die folgende Gleichung: 

fl>2 = 0, (9) 

befHedigt wird. Besteht aber die vorstehende Gleichung (9) für dieselben Coordinaten^ 
Werthe und den durch die Gleichung (8) bestimmten Werth von x , so fallen auf der Tan- 
gente drei Durchschnitte mit der Curve in den Berührungspunct zusammen und es ist daher 
diese Tangente eine dreipunctig osciiiirende. Sie ist eine vierpunctig osculirende, 
wenn zugleich mit (8) und (9) die Gleichung; 

<D, = 0, (10) 

eine fünfpunctig osculirende, wenn, neben den bisherigen, auch noch die folgende Gleichung: 

<D4 = o 
befriedigt wird, und so weiter. 

6. Für eine gewöhnliche Tangente gibt die Gleichung (3) : 

dp2 dp d<Di 

dp 
also immer einen voUkommen bestimmten Werth, der nie verschwindet und nur mit x zu- 
gleich unendlich wird. Da aber x , wenn es unendlich ist , durch irgend eine Drehung der 
Curve gegen das Coordinaten-System , endlich wird^ so können wir immer, unbeschadet der 
Allgemeinheit, von Vom; herein annehmen, es habe x einen endlichen Werth. Die vorste- 
henden Differential - Quotienten verschwinden aber, wenn die Tangente eine drei- oder 
mehrpunctig osculirende ist, weil alsdann O2 verschwindet, aber, nach den Vor- 
aussetzungen zu Anfang dieser Nummer, nicht -p^ und nicht, was dasselbe ist, j-^. 

Für eine dreipunctig osculirende Taugente gibt die Gleichung (4): 

d'q _ d^ _ « Q -^ 
di^^^dp^ ^'^d<P|^ 

dx 
und dieser neue Ausdruck ist ein vollkommen bestimmter und endlicher. Er verschwindet 
aber for eine vier- oder mehrpunctig osculirende Tangente. 
Für eine vierpunctig osculirende Tangente gibt die Gleichung (5): 

dq«""dp3"^ ^•^'^' dOr 

dx 

und dieser Ausdruck ist endlich und bestimmt; er verschwindet nur für eine fünf- oder 
mehrpunctig osculirende Tangente. 

Ueberhaupt ist fiir eine mpunctig osculirende Tangente r-^ der erste Differential - Quo- 
tient von q in Beziehung auf p, welcher (wir sehen hier von -r^ s x ganz ab) nicht ver- 
schwindet Er ist von der m. Ordnung. Kein Differential r Quotient einer höhern Ordnung 
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« • 

wird atedann unendlich. Ferner ist t-^- ^ der erste Differential-Quotient von x in Beziehung 

auf p , welcher nicht verschwindet, und kein Dffferential-Qnotient einer hohem Ordnung wird 
unendlich. Wenn m eine g'erade Zahl bedeutet , so wird , wenn wir die Curve in icine sol- 
che Lag^e bringen, dass auch x verschwindet *) , die Function q ein maximum oder minimum 
und die Curve liegt also ganz' auf derselben Seit« der Tangente. Alsdann ist x kein maxi- 
mum oder minimum. Wenn hingegen m eine ungerade Zahl bedeutet, so ist, unter der obi- 
gen Bedingung , q kein maximum oder minimum : die Curve liegt zu beiden Seiten des Be- 
riihrungspunetes auf entgegengesetzter Seite der Tangente, sie wird von dieser zugleich ge- 
schnitten und berührt. In diesem Falle ist x ein maximum oder minimum, das heisst, wenn 
wir uns die Curve durch eine sich bewegende gerade Linie umhüllt denken, so erreich! diese 
gerade Linie, wenn sie in die fragliche Tangente fUllt, eine Grftnzlage, und flUigt an, wen» 
der Berührungspunct welter fortrückt , in entgegengesetzten Sinne sieh zu drehen. 

Bedeutet also g irgend eine ganze Zahl, so ist , wenn eine Curve in einem ihrer Puncte 
von einer Tangente (Sjr+ljpunctig osculirt wird, dieser Punct ein Wendungspunet^ 

l^ig- (10- 11) (^g» lO*) ^^ ni^l^^ d^f 1^*11 ^j ^^i ^R^^ 2^unctigen Osculation. (Kg. 11.) 

7. Wenn wir, der Kürze halber, 

q — xp — y s r 
setzen, so ist allgemein: 

dr = dq — xdp, d^r » d^q, dV = d^q, . . , d">r == d"»q, . . . 

Es ist also, wenn wir vom Berührungspuncte einer mpunctig osculirenden Tangente aus auf 

d"r 
der Curve weiter gehen , j-^^ der erste, nicht verschi^indende Differential - Quotient von r, in 

Beziehung auf p. Entwickeln wir nach der Taylor sehen Reihe , so kommt: 

d«r (^p)" d'»+^r (z^p)'"^* 

"■ dp" ' 1 . 2 . . m ■'" dp^^^^ 1.8..(m+l> + * 
und diese Entwicklung zeigt, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tan- 
gente , mit jedem neuen Purchschnittspuncte , der mit dem Berührungspuncte sich vereinigt, 
um eine neue Einheit steigt Schon für den Fall einer dreipunctigen Berührung wird der 
Krümmungshalbmesser unendlich gross. 

( Dappelpuncte. 

8. Wenn zugleich: 

dß dfl ,,. 

df=^^ cnr=^^ (^> 

nicht abor überdiess auch noch : 

dfß ^ £ß^ _ d^ß _ 

dq^ ^' dpdq ^' dp^ ~*' 

so besteht die Gleichung: 

Oi » o 
für jeden beliebigen Werth von x. Es fallen also , nach dar 3. Nummer , auf jeder belie- 
bigen geraden Linie, welche durch denjenigen Punct geht , dessen Coordinaten zugleich die 



*) Dann- ist, in dem Falle das» q und p ganze lineare Fonctionen bedeuten, die fragliche Tangente 
der geraden Linie Q parallel. In der allgemeinen Knnctions. Bestimmung der Note zur 1. Nummer 
geht diete Tangente dnrdi den Durchschnitt der beiden geraden Linien U und W. 
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Gldchttng der Curve und die Gleiehua; (1) befriedigen, in diesem Puncte zwei Durchschnitte 
susanunen. Ein solcher Punct heisst ein Doppelpunct 

Es gibt ferner immer swei Werthe fttr x, die wir durch xi und x^ unterscheiden 
Wfdlen, welche die Gleichunf : 

®2 « o, («) 

befriedigen, so dass also auf jeder der beiden entsprechenden geraden Linien drei Durd- 
schnittspuncte mit der Cmre zusammenfallen. Diese bdden geraden Linien sind die beiden 
Tangenten an die beiden Zweige der Curve, welche in dem Doppelpuncte sich vereinigen. 
X| und Xj sind reell, imaginär oder einander gleich je nachdem: 

f i^n Y i^ü d^fl ^ ^_. 

Vdpdqy ~ä^'d^ ^ ^' ^^^ 

CdHiij -diFdp^ ^ ^' ^^^ 

/-d^ßx^ d^ß d'ß .-. 

V dpdiiy ~ Si^ • dp^ ^ ^- ^^{ 

Dem entsprechend sind die beiden Zweige der Cnrve reell, imaginär, oder sie haben 
eine gemeinschaftliche Tangente. Den ersten dieser drei Fälle wollen wir zunächst betrachten. 

9. Die Gleichung (3) der 4. Nummer , welche sich auf die vorstehende Gleichung (2) Pig. 12. 

reducirt, gibt nicht mehr, wie in dem Falle eines einfachen Puuctes, den Werth von ^ 

d^ 
oder . \ Aber aus der Gleichung (4) der eben angezogenen Nummer ergibt sich : 

dp^ dp jl0^' ^^^ 

dx 

Dieser Werih ist ein doppelter, je nachdem wir X| od^ x, fiir x einsetzen* Sr kana nicht 
unendlich werden , als nur zugleich mit X| und Xj , die nir immer, unbeschadet der Allge- 
meinheit, als endliche Grössen betrachten können. Denn die Bedingung» - Gleichung: 

da)^ 

Tx =^' 
bezieht sich auf den , einstweilen hier ausgeschlossenen Fall , dass die Gleichung (2) gleiche 
Wurzeln hat ^ Nachdem die beiden Werthe von x und die beiden bezfiglichen Werthe von 

^. bestimmt worden sind, gibt die Gleichung (5) dar 4. Nummer die beiden bezüglichen 

d^x 
Werthe Von ^ , die nie unendlidi werden ; und so weiter. Hiemach können wir dad Port- 
schreiten jedes der beiden sich schneidenden. Zweige, vom Doppelpuncte aus, vollständig be- * 
stimmen. , (Fig. 12.) 

Wenn &xr einen. der beiden Werthe xi und Xj, neben der Gleidiung (2), auch die fol-Fig. 13. 
gende Gleichung: 

Ot - o, (7) 

befriedigt wird , so verschwindet der entsprechende Werth von j- und der bezfigliche Punct 

ist alsdann ein Wendungspunct des entsprechenden Zweiges der Curve. (Fig. tS.) 

Wenn die beiden Wurzeln der Oleichnng (2) zugleich Wnrzeln der 61eidmng(7) sind, Fig. 13—14 
so schneiden sich zwei solche Zweige, welche beide in ihrem Durchschnitt^puncte einen 
Wendungspunct haben. In diesem letztern Falle gibt die Gleichung (5) der 4. Nnmmej': 

21 
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d^ ^d^ 2.8 Oh 

dp^ dp2 d^ * 

dat 

Der vorstehende Ausdruck kann nie unendlich oder Null werden. Da, nie num Icicbl siekt, 
die 3. identische Gleichung der 2. Nummer zu folgender Gleichung führt : 

so ist: 

dO) 






d^x 
und somit erhält der Nenner des vorstehenden Ausdrucks für . -j ^ den beiden Werthen x^ 

und x. entsprechend , die beiden gleichen und entgegengesetzten Werthe : 

d^fi/x,-xA 

Je nachdem riso der Werth der Function <04 sein Zeichen ändert oder nicht, wenn wir nach 

d^x 
einander x^ und x^ für x substituiren , haben die beiden Werthe für ^ 2 gl^^h^ Zeichen 

oder nicht, in dem Falle eines gleichen Zeichens stimmen, in der Nähe des Doppelpunctes, 
die Zeichen der Ausdrücke : 

d^x, (JpY . 



Jh, := 



U 



dp2 1.2 

' dp^ 1 . 2 
tiberein, so dass , fQr die benachbarten Punete beider Zweige, die Tangenten ihre Rich- 
tung in demselben Sinne ändern. (Fig. 14.) Wenn hingegen O^ Werthe von demselben Zei- 
chen erhält , wenn wir nach einander x,. und Xj für » einsetzen, so ändern, Hr die benach- 
barten Punete der beiden Zweige, die Tangenten ihre Richtung in entgegengesetstem Sinne. 
(Fig. 15.) 
Fig. 12—15. Es kann, im Allgemeinen, jede der beiden Tangenten, unabhängig von der andern, eine 
nach beliebiger Ordnung oscuKrende sein. Wenn x^ die (m^ — 1) CHeichungen : 

0, =r o, <Pj =» o, . . . a>„, = 0, 

und X2 die (nt;;— 1) Gleichungen: 

<p2 = o , </)3 = o , . . . Ö>», = o , 

befriedigt, so ist eine der beiden Tangenten eine »j^punctig, die andere eine m^pui^ctig oscu- 
lirende. Jeden der beiden Zweige können wir einzeln für sich verfolgen ; für jeden erhal- 
ten wir bestimmte Werthe fih* die Differential-Quotienten der hohem Ordnungen, deren keiner 
unendlich wird. Bedeuten m, und ni2 beide gerade Zahlen, so haben die beiden Zweige 
die gegenseitige Lage, wie in der 19. Figur. Ist eine dieser Zählen gerade uAd die andere 
ungerade, so ergibt sich die Lage der 13. Figur. Wenn endlich m^ und m^ zwei ungerade 
Zahlen bedeuten, gelangen wir entweder aur Lage der 14. oder 16. Figur. Welche von bei- 
den Lagen in jedem vorliegenden Falle Statt indet, hängt davon ab, ob 4^r Werth der Fua* 
ction <Z>in,4-x für x^x, und der Werth der Function 0m +t ^ ^^^^^ entgegengesetzte oder 
gleiche SSeichen erhalten. 

10. In dem Falle der Bedingung (4), wo x^ und x^ imaginäre Werthe erhalten , sind 
die beiden sich schneidenden Zweige zwar imaginär , schneiden sich aber ' in einem reelleil 
Punete. Dieser Puiict ist ein isolirter, ein conjugirter Punct der Curve.' Die lieiden 
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Taagenten deMttten sind i«afittir. Sie kOnaeit. in untergeordnelea Fällen oseidirende sein ; 
dann aber isl neümendig, fir beide, die Ordnung der Oscidation dieselbe. Denn , wenn die 
Gleichungen Oj^o und fPs^o beide eine inugiBllre Wuisel (x^-i-if^/'— i) haben, ^p haben 
auch beide die zweite imaginäre Wurzel (x^^x^x^ — 1). Die Curve hat alsdann in ihrem 
isolirteh Punde zwei imaginäre dreipunctig osculirenden Tangenten. Sie hat zwei 
imaginäre vierpunctig esculirenden Tangenten, wenn eine dieser beiden imaginä- 
ren Wurzeln , und also «ndi die andere , ttberdiess noch die Gleichung (D4 = o befriedigen. 
Und so weiter. 

11. Wir wenden uns nun zu demjenigen Falle, dass die Bedingungs -Gleichung: 

/d^ßY^i'ß d^ß 

Vdpd^y dq^ dp2^ W 

Statt findet, und also die folgenden beiden Gldchungen: 

lieben einander befriedigt werden. Alsdann erhält man : 

d^ii d'ß 

_ _ Jp<*<l _ ^ dp^ 

dq^ dpdq 

Wir wollen die verschiedenen Formen der Curve, welche diesem Falle entsprechen, nach ein- 
ander discutiren. 

I. In dem allgemeinen Falle , wo 0^ nicht verschwindet , gibt die^ Gleichung {4) der Fig? f 6. 
4. Nummer: 

dp> dp i0i 

dx 

Es ist also der KrttnnnuiifshalliiBcsser der Cinre in dem AragHchen Pnncte gleich Null« Da 

dp 
dx = •' 

t 

tritt uns p als maximum oder minimum in Beziehung auf x entgegen , vorausgesetzt , dass 
nicht zugleich auch -p, verschwindet. Da^ diess niemals geschieht, ist leicht zu zeigen, 

wenn wir vorerst ~~ noch nicht verschwinden lassen. Denn man hat tlberhaupt: 



dx 



mithin ist : 

dtp 



dp^ "" Vdp/ dx^' 



d7dp-^^<dp; dlP 
Hiemach gibt die Gleichung (5) der eben angezogenen Nummer, wenn wir alle Glieder der- 
selben durch (y) ^^^1^^ t und nach der Division J^ gleich Null setzen : 

also für den zu bestimmenden Diiferential - Quotienten immer einen vollkommen bestimmten 
und endlichen Werth. Während also x, wodurch die Richtung der. die Curve umhüllenden 
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geraden Liiiie hestiiiinit wird, oontinuirlich wächst, erreicht^ w flraglichen Pmicte, p di nud- 
mmn oder nininam: es bildet die Curre eine Spitze erster Art (Vif. 10.) 
IL In dem untergeordneten Falle, dass xvfleich 

fallen, nach der 3. Nummer, auf der Tangente im fraglichen Puncto, ideht wie im AHge- 
meinen. Mos» drei, sondern Fi er Durchschnitte mit der Curve susammen. Man indet: 

d^ _ dx _ ^2 .O^ _ o 

dp^"" dp "" d^ "■ o' 

dx 
und wenn man, um den wahren Werth zu erhalten, Nenner und Zahler vollständig diffe- 
rentiirt, indem man x, q und p sich ändern lässt, so kommt: 

dx ^ _ ^ ^ ^ ' ^P 



dp "" d^ d^Oj dx 

^ dx "*■ dx2 ' dp 



Folglich erhalten wir zur Bestimmung der heiden Werthe von j- oder ^ die nachstehende 



quadratische Gleichung: 



"•'-"i)'**'-P(^-)*<>^. = '. (.0) 



f 



dx2 V dpy dx Vdpy 

,die auch unmittelbar aus der Gleichung (5) der 4. Nummer hervorgeht , wenn wir auf die 
erste und letzte der drei Bedingungs-Gleichungen (9) Rücksicht nehmen. Die beiden Wmeln 
dieser Gleichung sind reell , imaginär oder einander gleich , je nachdem der folgende Aus- 
druck: /^??8^^_ 5^!®1 m 

V dx J * dx2 • ^* 

positiv, oder negativ ist, oder verschwindet Diess führt zu der nachstdienden dreifachen 
Unterscheidung. 
Fig.17-18. a. Es berühren sich zwei reelle Zweige in dem fraglichen Puncto. Die 

geraden Linien , welche , während ihrer Bewegung die beiden Zweige umhüllen , fiiUen für 
diesen Punct in die gemeinschaftliche Tangente zusammen. Die beiden Krümmungshalbmesser 

sind verschieden. Je nachdem die Werthe von ~r-r und Oa im Zeichen übereinstimmen oder 

dx^ 

d^o 
nicht, stimmen auch die beiden Werthe von ^ ^ im Zeichen überein oder nicht, und es lie- 

ap* 

gen die beiden Zweige der Curve auf derselben (Fig. 17.) oder auf entgegengesetzter Seite 
(Fig. 18.) ihrer gemeinschaftlichen Tangente. Die Differential -Quotienten höherer Ordnung 
können nicht unendlich werden; sie bestimmen sich ohne Schwierigkeit ßir jeden der beiden 

d^q 
Werthe von ~\^ so dass wir den Lauf jedes der bdden Zweige ßir sich analytisch verfol- 
gen können. 

6. Es berühren sich zwei imaginäre Zweige in einem reellen Puncte. 
t'^ig- t9. c. Wenn die beiden Wurzeln der Gieichung (10) einander gleich sind, ergibt sich: 

¥' ^ *P 1!^ d^- ^ ^ 

dX' 
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Die Krümmungshalbmessfr für beide Zweige sind endlich und einander gleich. Der Diffe« 

renüal-Quotient ^' wird hier, im Allgemeinen, unendlich gross. Denn, wenn wir zu der 

dp 

Gleichmig (6) der 4. Nnnmer mrttckgelMi, findet sich für den vorfiegenden Fall: 

^ dx ^ dx2 dp2^ dp^ dx^ \<lpv *^ *P 

in welcher, in Folge der Gleichung (11), der Coefficient des fraglichen Diffcrential-Quotien. 

dx j 

ten versdiwindet. Da — einer endlichen Chrttase gleich ist, ist x weder ein maximmB oder 

\ flp 

minimum in Beziehung auf p , noch p in Beziehung auf x. So lange die umhüllende gerade 
Linie in demselben Sinne sich dreht, rückt auf ihr der Berührungspunct nach derselben Rich- 
tung fort, und in dem fraglichen Puncte muss die umhüllende gerade Linie in entgegenge- 
setztem Sinne sich zu drehen anfangen , wenn der Berührungspunct umkehren soll. Da aber 

1 ^ ^p ^ 

d^ - d^<i ^' 

dp^ " dp2 

dx 

und also auch, indem wir mit \- muhipliciren : 

dx 

— =s O, 

* dji^ 

. d*q 

so wird, im Allgemeinen , p sowohl als x ein maximum oder minimum in Beziehung auf ^ 

in dem fraglichen Puncte erreicht sowohl der, die Curve beschreib^de Punct, als die, die- 
selbe umhüHende gerade Linie eine Granzlage, während der Krümmungshalbm^er conti- 
nuirlich wachst oder abnimmt. Der frag^he Punct ist eine Spitze zweitei: Art 
(Fig. 19.) 

Bin untergeordneter Fall ist hier deijenige, dass zugleich mit den Gleichungen (10) 

und (11) die nachstehende Gleichung befriedigt wird : 



'Mü * * ■ t'O ^ •*• = ' 



Dann wird , nach der Gleichung (12) , der Werth des Differential-Quotienten ^^ nicht mehr 

unendlich , sondern erscheint unter der Form %. Gehen wir aher mir Gleichung (7) der 4. 
Nummer zurttck , so fallen fllr den vorliegenden Fall aus dieser Gleichung die Differenüal- 
Quotienten httherer Ordnung aus , und wir erhalten die folgende quadratische Gleichung am 

Bestimmung von j-^: 

Es treten uns hier wiederum drei verschiedene Fälle entgegen. 

a. Wenn die Wurzeln der vorstehenden Gleichung beide r e e 1 1 sind, so hat die Curve Rg. 20. 
zwei Zweige, die sich nicht Uoss im firagUehen Puncte berühren, .sondern drei punct ig 
oscuiiren und also zugleich sich schneiden. Mit der gemeinschaftlichen Tangente haben 
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sie ihren einfachen Contact behalten. M'eil --p~ oder -j-^ nach imsemVoraussetzun^eD nicht 

verschwindet, kann keine der beiden M'urzeln der vorstehenden Gleichung (14) unendlich 
werden. Wird, durch das Verschwinden des letxten Gliedes dieser Gleichung, eine der bei- 

den Wurzeln gleich Null, so wird, da alsdann d- -^ = e, der Krönimungshalbnesser des 

bezüglichen Zweiges ein maicimum oder niinimum, oder, mit andern Worten, dieser Zweig der 

Curve wird von einem Kreise nicht bloss drei- sondern vierpunctig osculirt> Deberhaupt 

bestinwit das Zeichen der beiden Wurzeln der letzten Gleictiiuig die Lage der beiden Zweige 

der Curve gegen den Osculations-Kreis im fraglichen Puucte, und je nachdem das Zeichen 

übereinstimmt oder nicht , wächst , vom Osculationspuncte aus , der Krümmungshalbmesser für 

die beiden Zweige nach derselben Richtung hin oder nach entgegengesetzter. Jeden dieser 

Zweige können wir , für sich allein , weiter verfolgen , weil die Differential - Quotienten hö- 

d^Q 
herer Ordnung, die jedem der beiden Werthe von ^ entsprechen , endlich sind und ohne 

Schwierigkeit sich ergeben. (Fig. 20.) 

ß, Im^nären Wurzeln der Gleichung (1*1) entspricht ein isolirter Punct, in wel- 
chem zwei imaginäre Zweige sich dreipunctig osciiliren« 

y. In dem Falle gleicher Wurzeln der Gleichung (14) besteht neben dieser Glei- 
chung auch noch die folgende, welche man durch Differentiation unmittelbar erhält: 

Als Folge dieser neuen Bedingungs- Gleichung gibt die Gleichung (8) der 4. Nummer, 

aus welcher schon, nach den frühem Bedingungs-Gleichungen , -p^ , --| und j-^ ausfalllen, 

d^o 
fBr -T-l im Allgemeinen einen unendlichen Werth. Die Curve hat wiederum in dem fk*agH- 

chen Puncte eine Spitze zweiter Art, die sich von den unter c. betrachteten dadurch 

unterscheidet, dass die beiden Zweige, von welchen sie gebildei wird, unter einander einen 

innigem Contact haben, als mit dem gemeinschaftlichen Osculations-Kreise und also in der 

Nähe des fraglichen Punctes ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des Kreises fallen. 

in dem untergeordneten Falle, diMss, neben den bisherigen Bedingungs-Gleichungen, 

d^i 
auch noch die folgende, die in Beziehung auf ^~| vom zweiten Grade ist, besteht: 

dx= VdpV ^ ' ) dx'UpV dxVdiT^^® 17( ip 



^dWd^qV rd2(I>5/d^qY . .d(/),/d^q\ _^ «-» 1 ( _ 



0, 



d^q 



stellt sidi der Werth für . ;{ nach der Gleichung (8) der 4. Nummer wiederum unter der 

Form 8 dar , und erhält einen doppelten Werth. Im Allgemeinen osculiren sich zwei Zweige 
der Curve in dem fraglichen Puncte vierpunctig* Aber in weitere Unterscheidungen hier 
einzugehen , würde überflüssig sein. 
Eig.21* 111. Wenn zugleich , 
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so Mgt »votierst aus der 8. Nmunerf dass auf ^ der TangeKte in dem ftmglidien Poncte 
ftnf Diirdl8€lHritte ml ^r Cnrve MMumenfaHeii. Nachdem x bestinuiit werden kt, gfkt 
die Gfeichun^ (5) der 4. Nanuner fttr den in Rede stehenden Fall : 

dx d^o 
Es ist also ein Werth von i-* oder v^ endlich, wahrend der andere Terschwindet. Di# CHei- 

dp dp'^ 

i^K d^o 
chung (6) der eben angezogenen Nummer gibt für — oder ^ endliehe Werthe ; derjenige, wel- 

eher v- entspricht, ist: 

' d^x _ 6<Ps 

dp^"" d<^' 
dx 
Es bertihren sich also in dem fraglichen Puncte «n ei solche Zweige der Curve, von welchen ^ 
einer im Berührungspuacte einen Wendungspunct hat. Jeden S^weig können wir für sich 
weiter verfolgen. (Fig. 21.) 
^^ Wenn zugleich 

dx 

so seigt die Gleichubg (17), dass alsdaM die Werthe von ^ bdde lugleich versehwinden. 

Für beide Zweige ist der Krümmungshalbmesser unendlich. Die Gleichung (6) der 4. Nummer 
gibt, nach Berücksichtigung der Bedingungs-Gleichungen (18): 

und da der Coefficient von «4 verschwindet , fBr diesen Differential-Quotienten einen unend- 

dp^ 

lieben Werth. Die Curve hat eine Spitze erster Art. 
V. Wenn zugleich 

^ ^ ^ m i^z 

O2 = 0, Oz = o, <P4 = 0, Os=^o, dx "^®' 

so fallen auf der Tangente in dem fraglichen Puncte sechs Durchschnitte mit der Curve 

zusammen» Wie unter IlL erhalten wir für — oder ^4 iswei Werthe , von welchen einer 

dp dp** 

verschwindet. Die Gleichung (6) der 4. Numiyier gibt für den vorliegenden Fall: 

)i'0, dx ^dir>3(d^x Vd2a>3/'dxx .AO,iiK _ 

^ )ii^d]f + *^ldir'"*"^jdxAdp>)^ rf^^ 

dx d^x 

und zeigt, dass dem endlichen Werthe von -r- ein endlicher WerUi von,--- und dem ver- 

dp ö|>' 

schwindenden Werthe von 3 ein verschwindender Werth von 7-^ entspricht Die Gleichung 

dp dp'' 

(7) der 4. Nummer gibt hiemach immer zwei endliche Werthe für den Differential-Quotienten , 
j-3 oder v-^. Derjenige namentlich, welcher dem verscjiwindenden Werthe von ^ ent- 
spricht; ist : **1 _ *^ _ >4^6 

dp« ^ dp3 ~ "■ Mir 

dx' 
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Es berOhren üA also awei ndche Zweige der Curve, von welchen einer mit dar genein- 
schaftliehen Tangente einen vterpunctigen und der andere einen gewöhnlichen Contact hat. 
VI. Wenn ^gleich 

dx 
so verschwinden suvdrderst wie unter IV. beide Werthe des Differential -Quotienten j-. Die 

dp 

Gleichung (6) der 4. Nummer verliert hier ihre Bedeutung ; die folgende Gleichung dieser 
Nummer gibt aber folgende quadratische Gleichung: 

^?' CJtO' * « t- GtO + "»— • 

d^x d^q 

zur Bestimmung der Werthe der Differential - Quotienten 73 oder ^^^ 

Fig. 22—23. a. In dem Falle zweier reellen und verschiedenen M'urzeln der vorstehenden Glei- 

chung berflhren sich zwei Zweige der Curve , welche beide im Berührungspuncte einen Wen- 
dungspunct haben. Es werden beide von ihrer gemeinschaftlichen Tangente dreipunctig oscu- 

lirt Je nachdem die Werthe von , V^ und (Z>6 übereinstimmen oder nicht , haben die bei- 

dx^ 

den Zweige, die in der 22. oder 23. Figur angezeigte Lage. 

6. Imaginären Wurzeln entsprechen zwei imaginäre Zweige, welche nicht nur ein- 
ander, sondern auch eine reelle gerade Linie in einem reellen Puncte dreipunctig oscuUren. 

c. Wenn insbesondere: 

a-'T - « ^ »• - »■ 

SO sind die beiden Wurzeln der Gleichung (19) einander gleich, und zugleich mit ihr be- 
steht auch die folgende Gleichung : 

dx^' (dF^/ ■*"^^ = ^- 

Es gibt uns aber die Gleichung (8) der 4. Nummer, wenn wir die obigen Bedingungs-Glei- 
chungen berOcksichtigen , zur Bestimmung des Differential - Quotienten ^ 3 überhaupt : 

woraus ersichtlich ist , dass , im vorliegenden Falle , der Werth des Differential - Quotienten 

d^x 

^, unendlich wird. Die Curve hat eine Spitze zweiter Art, die von solchen zwei 

Zweigen gebildet wird , welche mit ihrer gemeinschaftlichen Tangeute einen Contact der 
zweiten Ordnung haben. Nur in dem untergeordneten Falle, dass, neben der Gleichung (19), 
auch noch die folgende besteht: 

ja 

Stellt sich der Werth von y~i unter der Ftorm g dar und ist ein zwiefacher. Dann erhal- 

dp^ ^ 

ten wir wiederum eine dreifache Unterscheidung : 

o. Zwei reelle Zweige berühren sich unter einander vierpunctig und ihre 
gemeinschaftliche Tangente dreipttdctig. 

ß. Die beiden Zweige sind imaginär. 
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f. Die Cürve bildet, in Allgemeiiieii , eine Spitze zweiter Art 
Wcäm wir fortführen , erhielten wir. neue untergeordneten Falle. — 
12. Indem wir cusammenfassen und verallgemeinern ^ gelangen ulr 2u der nachstehen- 
den Unterscheidung aller verschiedisnen Arten von Doppdpuncten, die nicht zwei verschiedene, 
reelle oder imaginäre, Tangenten haben. 

Wenn fttr einen Punct der Curve , wdcher ein Doppdpunct ist , die Functionen 

ö>2, ä>3, a>4, . . . <^a 

und zugleich mit ihnen die Functionen 

d<p2 d</>jt d<l>4 d<P„ 

dx ' dx ^ "JU' • • di ' 

verschwinden, und wir voraussetzen, es sei 

2m < n + 2, 
so berühren sich zwei reelle Zweige der Curve in dem fraglichen Doj^lpuncte. Von 
diesen beiden Zweigen hat einer mit der gemeinschaftlichen Tangente einen 
iitpunctigen und der andere einen (iz+l — ni)punctigen Contact. 
Wenn n eine gerade Zahl bezeiciinet und 

2m = 91 + 2, 
genommen wird, so bilden in dem fraglichen Puncto zwei Zweige der Curve eine Spitze 
erster Art. Wenn n=2, so ist der Krflmmungshalhmesser gleich Null, er ist unendlich 
gross, wenn ii>2. Ueberhaupt ist die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tangente 

Ä— 1 

im fraglichen Puncte — ^— , in der Art, dass, wenn man irgend zwei Curven beschreibt, wel- 

che auf derselben Seite der Tangente, mit dieser bezüglich einen -punctigen und ( » + ^ J~ 
punctigen Contact haben, einer der beiden Zweige, welche die Spitze bilden, zwischen die- 
sen beiden neuen Curven liegt. Man könnte sagen, der Contact sd ein f — .- jpunctiger, in- 
dem man von den üH-l) Durchschaittspuncten, weiche auf der Tangente im fraglichen Puncte 
zusammenfallen , die Hälfte auf jeden der beiden die Spitze bildenden Zwage rechnel. 
M'enn n eine ungerade Zahl bezeichnet und 

2m — n 4- 1 
genommen wird , so hat, im Allgemeinen, die Curve zwei Zweige, die sich in dem fraglichen 

Puncte berühren und beide mit der gemeinschaftlichen Tangente einen f — — jpunctigen Con- 

tact haben. Unter sich haben die beiden Zweige einen Contact, d^r, im Allgemeinen, von 
gleicher Ordnung ist, in untergeordneten Fällen aber zu einer hohem beliebig ansteigen kann. 
Welches auch diese Ordnung sein mag, es können die beiden Zweige sowohl* imaginär als 
auch reell sein, im ersten Falle bilden sie bloss einen conjugirten reellen und isolirte;n Punct, 
in der Art, dass, wie in dem Falle reeller Zweige, auf jeder durch denselben gehenden ge- 
raden Linie zwei und auf einer einzigen vollkommen bestimmten Linie (ff+1) Durchschnitte 
in diesem Puncte zusammenfallen. In dem Uebergangs-Falle von zwei reellen und zwei ima- 
ginären Zweigen, fallen, von den vier firstreekungen der Curve von dem Berührungspunct^ 
aus, zwei fort und die beiden übrigbleibenden bilden eine Spitze zweiter Art. Es steigt 
hierbei zugleich die Ordnung des Contactes det* beiden Zweige unter sich um eine halbe 
Einheit. Wenn nemlich zwei reelle Zweige sich Apunctig osculiren , wobei wir durch A ir- 
gend eine ganze Zahl bezeichnen, die grösser ist als (n+l) , so fallen auf einer beliebigen, 
jeden dieser beiden Zweige ebenfalls Ap\inctig osculirenden Curve im Osculationspuncte 2A 

22 
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Diirchschnitte zusammen. (Diese oscnlirende Cnrve ist auch dann redl, wenn die beiden 
Zweige imaginär sind.) Bei dem Uebergange Fon zwei reellen zu zwei imaginären Zweigen 
ergeben sich (2A+1) zusammenfallende DurchschniUspuncte und wir können uns des Aus- 
drucks bedienen, dass die osculirende Curve mit jedem der beiden, die Spitze zweiter Art 
bildenden Zweige einen (A+J)punctigen Contact habe. Das ist also auch die Ordnung des 
Contactes der beiden Zweige unter sich. Die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige 

an ihre gemeinschaftliche Tangente kann jede beliebige ganze Zahl ( — ^ jseinund, unab- 
hängig hiervon, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander jedes ungerade 

— ~ \ Wenn die Ordnung der Annäherung der beiden 

Zweige unter sich, wie es im Allgemeinen der Fall ist, nur um eine halbe Einheit höher ist, 
als die Ordnung ihrer beiderseitigen Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente, so gibt 

es eine, diese Tangente f -^jpunctig osculirende Parabel *«rf- -j. Ordnung, auf deren 

entgegengesetzten Seiten vom Scheitel aus, die beiden die Spitze bildenden Zweige sich er- 
strecken. In dem Falle , wo n=^ , kann ein Kreis, der Krümmungs-Kreis, diese Parabel er- 
setzen. In diesem Falle ist der Krflmmungshalbmesser in dem fraglichen Puncto einer end- 
lichen Grösse gleich und continuirUch wächst er oder nimmt er ab, wenn wir, die Spitze ttber- 
schreitend, von einem Zweige auf den andern Übergehen. Wenn n ^ 5 , so wird der Krüm- 
mungshalbmesser unendlich. 
Wenn endlich: 

2m > n + I, 
so erhalten wir, wenn n eine gerade Zahl bedeutet, eine Spitze erster Art und wenn n 
ungerade ist^ zwei reelle oder imaginäre Zweige, die ihre gemeinschaftliche Tangente 

-^- Ipunctig osculiren, und itrea gegenseitige Annäherung nie von einer hohem Ordnung 

ist , als die Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente *) , und eine Spitze zweiter Art 
kann hier nicht Statt finden. 

Dreifache Pmcie. 
13. Wenn zugldch : 
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nicht aber die partiellen Differential -Coefficienten der dritten Ordnung alle vier zugleich ver- 



*) Wenn anter I!. auch noch ^ ▼erschwindet, so sind die beiden Werlhe, welche die Gleichung 

(10) für / _\ gibt , gleich und von entgegengesetztem Zeichen, ond sie können nur ipit 4>4 xngleich 

verschwinden. Ebenso, wenn unter VI. auch noch I^Ii rerschwindet, sind die Werthe, welche die 

dx 

Gleichung (19) (ur f^J^ gibt, gleich und von entgegengesetztem Zeichen, und verschwinden nur 
zugleich mit «^«. 
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schwinden, so ist ffir jeden Werth von x 

<D, = o, (Pj =0, 

und es fiUlen also , nach der 8. Nummer auf jeder dnrch den hezflglichen Piinct gehenden 
geraden Linie drei Durehschnitle mit der Curve zusammen. Der Punct ist ein d r e i f a c h e r 
Punct der Cunre. Die beiden vorstehenden identischen Gleichungen bringen natürlich die 
folgenden mit sieh : 

d(Z>i iO^ iW^ 

dx-^^' 17^^^ di^^*- 

Hiemach redudrt sich die Gleidiung (4) der 4. Nummer auf: 

Ö>s = o, (1) 

und gibt , wenn wir sie in Beziehung auf x auflösen, drei verschiedene Werthe. Diese Werthe 
bestimmen die Richtung der drei Tangenten des dreifachen Punctes , von denen jede , weil 
sie in diesem Puncte einen Zweig berührt uud die beiden andern schneidet, mit der Curve 
vier misammenfallende Puncte gemein hat Es tritt uns hier eine vierfache Unterscheidung 
entgegen. 

1) Die Werthe von x sind alle drei reell und verschieden; 

2) zwei dieser drei Werthe sind imaginär; 

3) zwei Werthe sind einander gleich, in welchem Falle die beiden folgenden Glei- 
chungen zugleich befriedigt werden: 

4) alle drei Werthe von x sind ebander gleich, in welchem Falle die drei fol- 
genden Gleichungen zugleich bestehen : 

14. In dem Falle, dass die drei Wurzeln der Gleichung (1) alle drei reell und 
verschieden sind, gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer: 



dPq _ dx _ ^ 2<I>4 
dp^ "" dp "" dä>3' 



(2) 



dx 
und somit, den drei Werthen von x entsprechend, drei \l''erthe ffir den Differential-Quotien- 

dx 

ten j- , von denen keiner unendlich werden kann. Die Gleichung (6) der eben angezogenen 
Nummer, welche hier in die nachstehende sich vereinfacht: 

gibt hiemach die drei Werthe des Differential -Quotienten der folgenden Ordnung und so 
fort. Keiner dieser Differential-Quotienten kann unendlich werden. Auf diesem M'ege können 
wir die drei Zweige der Curve , welche in dem dreifachen Puncte sich schneiden , jeden für 
sich , unabhängig von den beiden andern, von dem gemeinsamen Durchschnitte aas verfolgen. 
Jeder der drei reellen Zweige kann in dem dreifachen Puncto eine nach beliebiger Ordnung 
osculirende Tangente haben , und ahnlich , wie in der 9. Nummer in Beziehung auf Doppel- 
puncte , ergibt sich hier sogleich das folgende Resultat Wenn eine der drei Wy«reeln der 
Gleichung (1) zugleich auch eine Wurzel der folgenden Gleichungen ist: 

0)4 = o, Ö>s = 0, Om, = o, 

wenn eine zwdte W^urzel die Gleichungen: 

<'>4 - o, Ö>$ =5 0, 0«^ = 0, 
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und endlich die dritte Wurzel die folgenden Gleichungen: 

0^ = 0, Ö>5 = o, (P„, = o, 

befHedlgt, so haben die entsprechenden drei Zweige in dem fraglichen dreiAuAen Puncte 
bezüglich eine (mi— l)punctig, eine (ms— l)punctig und eine (1113— l)punctig oscuiirende 
Tangente. — 

15. In dem Falle zweier imaginären Wurzeln der Gleichung (1), entspricht die- 
sen ein conjugirter Punct der Curve, welcher für die Anschauung verschwindet, weil er in einen 
reellen, der dritten Wurzel entsprechenden, Zweig der Curve fällt. Dieser Zweig kann in 
dem conjugirten Puncte insbesondere auch eine oscuiirende Tangente haben. — 
Fig. 24—26. 1^- Wenn zwei Wurzeln der Gleichung (1) einander gleich sind, und für 
diese also die beiden Gleichungen : 

befriedigt werden , so haben zwei der drei im dreifachen Puncte sich vereinigenden Zweige 
eine gemeinschaftliche Tangente, Der dreifache Punct entsteht, indem durch einen Doppel- 
punct mit zusammenfallenden Tangenten ein dritter Zweig der Curve hindurchgeht Dieser 
Doppelpunct kann von irgend einer derjenigen Arten sein , die wir als überhaupt möglich 
in der 11. Nummer unterschieden haben, und auch der dritte Zweig kann, unabhängig hier- 
von, in dem fraglichen Puncte eine mehrpunctig oscuiirende Tangente haben. Nur wenige 
nähere Andeutungen füge ich in der Absicht hinzu, um darznthun, dass auch hier die ana- 
l)tische Discussion des Laufes der Curve, von ihrem dreifachen Puncte aus, keine Schwie- 
rigkeit darbietet 

Die Gleichung (2) der 14. Nummer zeigt , dass , so lange O4 für die beiden gleichen 

Wurzeln nicht verschwindet, der diesen entsprechende Differential- Quotient , unendlich 

wird. Mit ihm werden alle folgenden Differential-Quotienten unendlich. Wenn (^4 auch für 
die dritte Wurzel der Gleichung, (1) nicht verschwindet, so erhält für den dritten Zweig 

dx 

•p ebenfalls einen endlichen Werth. Es f^llt alsdann eine Spitze erster Art in einen ge- 
wöhnlichen Punct ebes Zweiges der Curve. Ob die Spitze auf der convexen (Fig. 24.) oder der 
concaven (Fig. 25.) Seite des dritten Zweiges steht, können wir auch aus der analytischen 
Bezeichnung erkennen. Wie in der 11. Nununer unter L erhalten wir, den beiden gleichen 
Wurzeln entsprechend, 



dp ^ d^p A^O^ 



und p ist also ein maximum oder minimum, je nachdem Oa und -r-^ für diese Wurzeln im 

Zeichen übereinstimmen oder nicht Wenn der dritte Zweig in dem Falle eines maximum 
seine convexe, in dem Falle eines minimum seine concave Seite der Linie P zukehrt, erhal- 
ten wir die Lage der 24. , sonst die Lage der 25. Figur. Wenn für den dritten Zweig O^ 
verschwindet , erhält dieser einen Wendungspunct , auf welchem die Spitze stdit (Fig. 26.). 
Wenn für die beiden gleichen Wurzeln zugleich die drei Gleichungen : 

03 = 0, <p4 = 0, inr""®' 

bestehen , so berühren sich zwei Zweige der Curve und ein dritter Zweig geht durch ihren 
Berflhrungspunct Jene beiden Zweige können reell oder imaginär sein, oder eine Spitze 
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zweiter Art bflden , je nachdem die beiden Werthe des Differential - Quotienten -r- reell, ima- 

dp 

ginär oder einander g^leich sind. Zur Bestimmung derselben reducirt sich die Gleichung (6) 

der 4. Nummer auf folgende: 

d^CPa/dxV . dO^/djcN ^^ 

d;^(d?)-^^i7U)-^«^^=^- (« 

Wenn , was den Fall zweier gleichen Wurzeln anzeigt , zugleich mit dieser Gleichung die 
folgende besteht: 

d^x 
80 gibt die Gleichung (7) der 4. Nummer fttr j-^ einen unendlichen Werth , denn allgemein 

hat man: 
^ id^O), dx^^da>4)d2<^fd5a>8/d>cY , ^ d2Ö)4/dxY «. ^<P5/dx\^ ^^ \ 

Hier ergibt sich die eben schon erwähnte Spitze zweiter Art Wenn aber zugleich mit den 
beiden vorletzten Gleichungen auch noch die folgende besteht: 



d^a>3/dxY d'0,/ix\^ dcDs/dxN 



1+ 4806 — o, 



d^x 
so erscheuit der Werth des Differential - Quotienten -^ unter der Form §. Zur Bestimmung 

desselben müssen wir uns alsdann zur Gleichung (8) der 4. Nummer weiden. Es osculiren 
sich alsdann , im Allgemeinen, zwei der drei Zweige im dreifachen Puncte dreipunctig. Diese 
beiden Zweige können reell und imaginär sein. Den Uebergang bezeichnet wiederum eine 
Spitze zweiter Art Und so weiter. — 
17. Wenn zugleich: 

so hat die erste dieser drei Gleichungen drei gleiche Wurzeln x. Es ist: 

"^ "" d^ß i^ d^ß* 

dq*^ dq^dp dqdp^ 

I. in dem allgemeinen Falle , wo (P4 nicht v^erschwindet , gibt die Gleichung (5) der Fig .27. 
4. Nummer: 

-dp2 ~dp "" d^ "■ *• 

Ix 
Der Krümmungshalbmesser ist also gleich Null. Alle folgenden Differential - Quotienten wer- 
den ebenfalls unendlich. Die Tangente hat mit der Curve vier Durchschnitte gemein, die in 
dem fraglichen Puncte zusammenfallen. Die Ordnung des Contactes ist $, oder, wenn der 
Ausdruck gestattet wird , der Contact ist ein fpunctiger. (Fig. 27.) 

II. Wenn neben den Gleichungen (1) auch noch die folgende besteht: 

0)4 = 0, 

dx 

so stellt sich der Differential « Quotient 5- unter der unbestimmten Form § dar. Zur Bestim- 

dp 

mnng seines wahren Werthes erhalten wir die quadratische Gleichung (4) der vorigen Nummer, 
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iie hier^ iodem eine ihrer beiden Wurzeln unendlich wird, auf den ersten Grad sich re- 



ducirt: iO^ ix 



Der unendlichen Wursel entspricht eine gewöhnliche Spitse erster Art Die Gleichnng (7) der 

d^jt 
4. Nummer gibt zur Bestimmung des Differential - Quotienten i-^: 

« TJT- dp^ -*- {-dx-<rp) -^ ^ -dii^W + ^^ lAdi^J -^ ^^N = ^- ^^^ 

dx 
Dem endlichen Werthe des Differential-Quotienten j- entsprechend, erhalten wir also für 

d^x 

-. 2 und jeden Differential-Quotienten höherer Ordnung einen endlichen und vollkommen be- 
stimmten Werth ; wodurch ein gewöhnlicher Zweig ohne Singularität in dem fraglichen Puncte 
augezeigt wird. Wir erhalten die Form der 28. Figur, wobei auf die Spitze drei und 
den andern Zweig zwei von den fünf auf der Tangente zusammenfallenden Durdischnitten 
kommen. 



Fig. 29. III. Wenn neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden bestehen: 

dx 



«-.=., '-i'=. 



dx 
so ergibt sich ffir -p bloss ein unendlicher Werth , und ebenso für jeden der hohem Düfe- 

rential - Quotienten. Die Curve hat nur einen einzigen Zweig. Auf der Tangente im drei* 
fachen Puncte fallen in diesem Puncte, wie im vorigen Falle fünf Durchschnitte zusammen. 
Der Contact ist ein fpunctiger, oder von der Ordnung |. Der dreifache Punct ist ein Wen- 
dungspunct , in welchem der Krümmungshalbmesser unendlich klein ist. (Fig. 29.) 
Fig. 30. IV. Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente sechs Durchschnitte zusammenfallen, 
so bestehen neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden : 

so ändert sich in dem unter II. betrachteten Falle weiter nichts, als dass der nicht unenA- 

dx 
liehe Werth des Differential - Quotienten t- verschwindet Demselben entspricht nach der 

Gleichung (2): 

AiTh. A2^ 

+ 6<D6 = o. (3) 



äO^ ä^x 



dx dp2 

Durch eine gewöhnliche Spitze erster Art' geht ein zweiter Zweig, welcher in dar Spitze 
einen Wendungspnnct hat Von den sechs Durchschnitten mit der gemeinschaftlichen Tan- 
gente kommen drei auf die Spitze und drei auf den Wendungspnnct. (Fig. 30.) 
Flg. 51—32. V« Wenn die folgenden drei Gleichungen neben den Gleichungen (1) bestehen: 

©4 = 0, a>5 = o, IT ®' 

so werden die 6 ersten Gleichungen der 4. Nummer 4dentische , und die Gleichung (7), weU 
ehe hier in die folgende fibergeht: 

gibt drei Werthe für ^^ , von welchen keiner je nnendlieh worden kann. Für jeden Diffe- 
rentfal --Quotienten höherer Ordnung erhalten wir ebeafiük , and auf lineare Weise , drei 
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entsprechende endlichen Werthe. Es berühren sich drei verschiedene Zweige in dem 

fraglichen Puncte. Die Ordnung des Contactes dieser Zweige mit der gemeinschaftlichen 

Tangente ist die erste, und dieses ist, im Allgemeinen, auch die Ordnung des Contactes je 

zn^eier Zweige unter einander. Je nachdem die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei im 

Zeichen übereinstimmen oder nicht, ergibt sich die Lage der 81. oder 88. Figur. Zwei 

Zweige können imaginär sein. 

In der weitem Discussion der untergeordneten Fälle tritt die letzte Gleichung, die in 

dx 
Beziehung auf j- vom dritten Grade ist, gewissermassen an die Stelle der Gleichung <I>3=o, 

welche in Beziehung auf k vom dritten Örade ist und , im allgemeinen Falle , uns die dr^ 
verschiedenen Tangenten des dreifachen Punctes gab. 

Wenn die Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat , so wird sie , £Qr diese Wurzel- Fig 33—35. 
Werthe , zugleich mit der folgenden Gleichung befriedigt : 

i^rp) + ^ dx^ \dp j + ® 15" - ^- ^*J 

In Folge dieser Gleichung verschwindet in der Gleichung (8) der 4. Nummer der Coeffident 

d^x 
von ^. Dieser Differential- Quotient wird dadurch unendlich und dieCurve hat eine Spitze 

zweiter Art, die durch einen andern Zweig berührt wird. Wenn die beiden gleichen Wur- 
zeln mit der dritten Wurzel entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die Zweige die Lage 
der 33. Figur, bei gleichem Zeichen die Lage der 34. und 35. Figur, und zwar die Lage der 
ersten oder zweiten dieser beiden Figuren, je nachdem die gleichen Wurzeln, abgesehen vom 
Zeichen, grösser oder kleiner als die dritte Wurzel sind. Der Osculations-Kreis der Spitze 
schneidet diese in fünf und den andern Zweig in zwei Puncten, der Osculations-Kreis 
dieses Zweiges schneidet diesen in drei und die Spitze in vier Pnneten. 

In untergeordnetem Falle , wenn nemlich neben der letzten Gleichung auch noch die fol- 
gende besteht: 

erscheint nach der Gleichung (8) der 4. Nummer der Werth des Differential-Quotienten un- 
ter der unbestimmten Form §; wir erhalten dann, wenn wir das gewöhnliche Verfah- 

d^x 
ren anwenden, zwei verschiedene Werthe für ^2» ^^^ ^^'^ beiden gleichen Werthen von 

dx 

j- entsprechen. Es hat die Curve wiederum drei vollständige Zweige, und zwei derselben 

haben unter einander einen dreipunctigen Contact Die beiden sich osculirenden Zweige 
können sowohl reell als imaginär sein, und zwischen zwei solchen Fällen bildet eine Spitze 
zweiter Art immer den Uebergang. Und so weiter nach Analogie der 16. Nummer« 

Wenn femer die Gleichung (4) drei gleiche Wurzeln hat, und also neben dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) zugleich auch noch die folgende befkiedigt wird: 

SO ist der Werth des Differential-Quoüenten ( j4 J9 i^^j näch dar Gleichung (8) der 4. Num- 
mer , sich als ein Bruch darstellt , dessen Zähler der erste Theil der Gleichung (6) und 
dessen Nenner der erste Theil der Gleichung <5) ist, unendlich, bleibt es audi dann noch, 
wenn die Gleichung (6) befHedigt wird, und erscheint erst unter der Form §, oder 
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A2 

vielmehr -r^y wenn, zugleich mit der Gleichung (6), auch ihre Differential -Gleichung befrie- 
digt wird: 

Und dann erhält man den wahren Werth des fraglichen Differential - Quotienten , erst nach 
einer zweimaligen Differentiation seines Nenners und Zählers, und zwar durch eine Gleichung 
des dritten Grades. Diess ist erforderlich, wenn die Curve drei vollständige Zweige haben 
soll, die, ihre gemeinschaftliche Tangente einfach berührend, unter sich paarweise genonmien, 
einen dreipunctigen Contact haben. Wir können uns hier, wo wir über die Gränze der 
Entwicklungen der 4. Nummer hinaustreten und weitere Schlüsse unsicher werden, durch 
Analogie sicher leiten lassen und wie wir die vier Fälle I.— IV. dieser Nummer erhalten 
haben, die, wenn auch die Wurzeln der Gleichung (Z>3=o alle drei gleich sind, dem Falle V., 
wo die Curve drei sich berührende vollständige Zweige hat, vorangehen : so haben wir auch 
noch vier verschiedene Formen zu betrachten, wobei, wenn auch die Gleichung (4) drei 
gleiche Wurzeln hat, uns doch noch keine drei, sich dreipunctig osculirende Zweige entge- 
gentreten. 1) Ein einziger Zweig geht durch den dreifachen Punct, welcher für das Auge 
nichts Singuläres hat; er hat mit dem Osculations - Kreise einen Contact von der Ord- 
nung f und wird von demselben in sieben zusammenfollenden Puncten zugleich osculirt 
und geschnitten. 2) Es hat die Curve eine gCMöhnliche Spitze zweiter Art und ein andrer 
Zweig derselben osculirt diese Spitze in fünf Puncten , in der Art , dass auf dem gemein- 
schaftlichen Osculations - Kreise acht Durchschnittspuncte zusammenfallen. 3) Ein einzi« 
ger Zweig, dem unter 1) ähnlich, geht durch den dreifachen Punct, wo er mit dem Oscu- 
lations -Kreise einen Contact von der Ordnung f hat und von demselben nicht geschnitteil 
wird. Es fallen acht Durchschnittspuncte zusammen. 4) Es hat die Curve eine gewöhn- 
liche Spitze zweiter Art , durch welche ein solcher Zweig der Curve geht, der mit dem Oscu- 
lations-Kreise der Spitze einen vierpunctigen Contact hat. Es fallen in dem fraglichen Punct« 
neun Durchschnitte mit diesem Osculations- Kreise zusammen.^) 

Wir können ohne alle Schwierigkeit, von drei sich dreipunctig osculirenden Zweigea 
durch die Zwischenfälle hindurch, zu drei sich vierpunctig osculirenden Zweigen überge- 
hen, und so fort. 

VI. Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente im dreifachen Puncte sieben Durch- 
schnittspuncte zusammenfallen sollen, so müssen neben den Gleichungen (1) auch noch die fol- 
genden drei Gleichungen befriedigt werden: 

Ö>4 « 0, <^5 == o, (Do =^ 0. 

dx 
Nach den Betrachtungsmxisen unter II. und IV. ist klar, dass, während ein Werth für -^ 

dp 

unendlich wird, der andere verschwindet. Als Folge der Gleichung (8) verschwindet hier auch 
der dem letztern entsprechende Differential-Quotient ^2 und erst die Gleicliung (8) der 



*) Beispiele dieser vier verschiedenen Formen bieten die vier , durch die nachstehenden Gleichungen 
dirgesteUten Gurren in dem Durchschnitte der beiden geraden Linien P und Q : 

(P'+^q)* + ap^ = o , 

(p'+Aq){(p*+^q)'+/*pM + op» - o, 

(p»+lq)» + V = o, 
(P*+^q)|(P*+^V+j"P*j + «P* « o- 
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ix 
Wir erhalten hiernach , den unendlichen Werthe von ^ entsprechend , eine gewöhnliche 

Spitse erster Art, nnd dem Verschwinden dieses DifferentialrQunti^t^n entspref|M»i4,, einen 
Zweig der Corre, weldie die Tangente diiWf^E Spitze riecpunctig pficulirt. , 

Vn. Wenn neben den Gleichung^ (1); tig* 36-37. 

se erhaltcA wir nach Y. drei, mk..heK4Uir«n4f Zweige,. Dpe ,G|ei^iing <4),^;i;jigt, /ia^ für 



einen dieser Zweige x^ verschwindet, und fttr denselben Zweig gibt die CHeidituig (8) der 
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4. Nanuner: 

dfx 

dp' 

Einer der drei sich berührenden Zweige hat also einen Wendangspinict. Je nachdem die 
beiden endlich to Wurzln der Gleichling (4) im Zeichen 'flbereinstimnien tfder nicht, erhal- 
ten wir 4i^ JLag« d^r «6^ oder 9lf.,V^gm:., OM M4?ni vi«;ht osodirenden. %w«ig4^ Mmien 
reell und im^inlr sein^fine SfU^^zy^^^^ prdw9g(biMet 4^i| , Uebi^cgm|^^ jpi^ Ojfdnnng 
der Annäherung der beiden Zweige unter sich kann beliebig ansteigen. 

Vlir. Wenn neben den ddchüugen (1): ' * ' ? . ^ 

V^ = 0, Vj =t 0, «^5 = 0, -^-^ te; 0, -j — = 0, 

j .' • ,,'»^.' .*i . ,. ,1''. .,. .4W*- M( ," . H •. . t.*n^ «",; \t , ■ 

SO bleibt, nach der Gleichung (4) nur ein Werth für ^ ein Werth, der nicht vei^win- 

dft; dem verschwindenden ^üigfnfkt i.~ '= od. Die CHrve'ha^ e^e solche Spitze erster 

Are, die,Tan ihrer T|tiweiit#^ Qhifpu^c^. bf^rtthrt wiql... Aut€b.4fi^be..|(eb!t. jein..|i^rtthjren- 
der Zw^ig der .Cinrve« ; . . .....,;•.. ;...,...... ;, ;.. .,i..-..s ■ 

IX. Wenn endlich, neben den Gleichungen (1): > . • ; rn.// '^ 

SO werden die Wurzeln der Gleiqhung (4) alTe drei gleich' Nuliyr.und hiernach die Werthe 

Von ^unendlich! D^r KrÄnämliilgAalfttties^ei- ist iinendii*i^rtss:'flfe Cilf^^e hat nur einen 

Zweig mit einem Wendungspuiicte; die Ordhun^ '^r'Aii!iiKHehtf||^ äU iUre^ Tänj^efaf^. auf der 
sieben Bni^hsrtittitte .zM oa H U pM > fffaHcwü bgträg^, |.. / i-, ... M<j,i-;>: •; •' .- -ttn. 'w/* . 

Wcatt^ auf der gemcÜMkl^ftlii^kai TangeMle acht ijlnrchsclifiijkt^iiuict^^. z«\t^n^fall^ 
sollen, so müssen (neben den Gleichungen (1]) die folgenden bestehen: 

Wir erhalten hier fQnf iretschiedene Faltii; >s «'n 

X. Im allgemeinen Falle hat dfe Curve in ihrem dreifachen Puncto, eine gewöhnliche 
Sfiüie erster Art, ulid Ate Vangenle diwer Spitze. wird. ^W.wepta^rferift^viyige A^, Curve 
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auch iioeli iKe fblg^nieii- rerselhf inAen : * ' 

d^fl d^ d^g ;d»ß d^2 d*a 

dx^' dyST*^ dV^dx' dx** df4x'' W i - • ' 

Bei unserer Fimctioneii-Bestiiiiniuag sind die Krümmungshalbmesser in dem dreifachen Puncte 

' « . ■' ' dx ■ i • ' 

den redproken Werthen von ^ .gleich« Dies^ Werthe ab^r .fiiud d^rcji folgende Gleichung 
gegeben , in welche hier die Gleichung (4) der vorigen Nummer übergeht : 

Nahmen wir Überdiess noch den drdfiäeMeri' Pnnct 2nm ^ AbAingSftanete der Coordinaten, 
so eltalten wirfttr'die-airi^em^e Gleichung' ^^iu^r Curve nrtt düem IhuMe der . AragHcben 
Art die folgende: .**... 

y* -F /ey'CÄ^xt+rir^) +' Aye«*JKX*j^Cx*>'^iyxy«-»i^*)>- ^(x^- . . . o '= 4 ' 
und wenn wir, in Bestehung auf di)^e OldchHfig , die vothergeheHde entwiekeln^ kommt: 

(dx) ^'Kdi) -^^^ (di;^^=^^- 

IHe redprokeh'Werihe''der'<Vfur2«fa''d{eäeif''Glei4^uitg fltitfiv'^^ ^^- noch nnmittdbat be- 
stätige findet , "di^ drM Krürnttong^hhlbmesflir i^f d¥H im AtHnngspunDte sich terdhrenden 
Zweige. — .'• -r .» * 

i9. ' Ich «ehlTf^e nM einer Idüet^-Bete^rktmg. JS^ ktkinen vielfacbe ftmcte mit allen 
ihren Modiflcaitioli^iif uneMMA weit Micken; ohike dass ii^gOnd eine Btgenthümttchkeit dersel- 
ben ^eh verKert; 'Eb kton diebiattf Uwiefttdie Att ge^chdienv auf lern Zweige, einer Hy- 
perbel oder dem Zweige einer Parabel. Nicht unbeseichnend möchte man sich Mer nor Be- 
zeichnung solcher unendlich weit gerüd^ten singulären Puticte des Ausdrucks „hyperboli- 
sche und parabolische Singularität itf unendlicher Entfernung^ bedienen. 

Alle Untersfheidungeii' Aes gegenwarügeu Pi^fagraphen behalten ihre unmittelbare An- 
wendung, so lange die Werthe von p und '9, durch welche die Lage des singulären Punctes 
bestimmt ist , nicht unendlich werden^ Wenn wir diese Functionen in ihrer allgemeinen Be- 
deutung nehmen und demnach , indem wir durch u , v und' w ganse lineare Functionen (ge^ 
wohnlicher Parallel. Coordinaten) be2eichfti<^Ü, '^^ ' 

setfen, SO eutspre^heb;^ ^gemeinen, 'Poncten itf ilnendlieher, wie in endbcher nnft^nrnng, 
endliche Werthe von p und q. Die obige Behauptung; dsiss vfelfhehc! Ptacte anch tn Un- 
endlicher Entfernung alle ihre Eigenfhtttoüichk^iten behalten, findet also hierin ihre unmit- 
telbare und vollständige Bestätigung. : ^' ' 

Wir wollen, sur nähern Verständigung, s^ei Beispiele betraditen. Es rücke erstens 
der singnläre Pnnct auf der geraden Linie Ü unendlich wiiit , dann verschwindet für den- . 
selben der Wetth von q, 'Vättrend; weil v hni W lugleicb unendlich ' wl^nlen ; <er Werth 
von p unter unbetMmmter f^hä erscheint * W^^ können fantmer einen: Coeffitienten I so be^ 
stimmen, dass überhaupt: 

yv-- gw = dta'-f &; 
dieser Coeflicient i^ dinn der*' Währe Werth von )». ' lüsb^öttiere versclwfntli^t derselbe, 
gMchwfe def Wetth von q, wenn ' - . 

. ■ . • . ,' ., < . • u'^y ^ du + <?, ' ■' . ,. - 

das hf isst , wenn wir , was Behufe der Functionen - Bestimmmiig , erlaubt ist , annehmen , es 
si^ien die fii^idte geradiAi Linien D iidd V parallel. 
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Nehmen wir hiernach den Fall dreier sifch berührenden Zweige und lassen den Beruh- 
nu»g/»pupd;.u«end)idi'Weit.rfl^en,.so brauiAen.wir Uoss^ um dfe allg^^e GJi^^ichjupg^eiyer 
Curve mit solchen driei Zweigen, ;w erhatten» in der vorlet^iten Qleichuiv der vorigen Nummer 

Uli vU*^tt V CFV^— 1 

^ und — , oder, statt dessen, auch - und -^ — , an di^ Stelle von y und x zu schrei- 
w w' X X ^ 

ben. Auf diesem Wege ergibt sich die nachstehende Gleichung : 

indem wir mit x^ multipliciren and , der Kttrae wegen , ttbeAaupt : 

1 + i^y + yy^ + • ' • + ^y" ^ 9>n 
setzen. Es hat die Curve drei hyperboliscfae Zweige , weldie an ein ulid derselben geraden 

Linie, der Axe der x, nach ihrer zwiefachen Erstrecfi:ung sich hinziehen. Wir erkennen 
bald, dass die Form der Gleichung (1) mit der Form derjenigen Gldcfaung, wdeho in der 
158. Nummer discutirt worden ist, ganz übereinstimmt und dass insbesondere, wenn wir -die 
Gleichung (1) mit ihren vier ersten Gliedern abbrechen, wonach dieselbe die allgemeine Old- 
chung dejr Curven der 6. Ordnung mit drei, an derselben Asymptote sich hinziehenden, un- 
endlichen Zweigen wird , die resnltirende Gleichung : ' 

x*y^ + i"x*y2(^2 +' ^^'94 + ^96 = o , ' • 

wenn wir x und y mit p und q vertauschen, in die Gleidmng (2) der 1&9. Nummer «hergeht. 

Die letzte Gleichung der vorigen Nummer gibt hier das reciproke Maass der Annäherung 
der drei Zweige an ihre gemeinschaftliche As}7nptote. ^) 

Als zweites Beispiel wollen wir 

1 ' •'■y • 

«^ X' '^i 

setzen. Für einen Punct, der auf einer Parabel liegt, deren Dnrchmedse^ der Axe der x 
parallel sind, verscliwinden , indem y^ und x unendlich gross und von deiselbcn Ordnung 
sind, gleichzeitig die Werthc von q und p. Hier wollen wir wiederiiüi den ebe« betrachte- 
ten Fall dreier sich berahreriden Zweige nehmen^ und nnn aü die Stelle von y imd x Inder 
vorletzten Gleichung der vorigen Nummer die vorstehettden Ausdrtfcke fSrqvndp einsetzen; 
Indem wir mit x^ multipliciren, ergibt sich: 

x^ + ax2(y2+/?y-fy) + *x(y«-ffy^+?y^i7y+^) + /i^fy^...) +j ()•+•) + • = o. 

Diese Gleichung ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, welche drei parabolische 
Zweige mit gemdnsamer Durchmesser- Richtung baben. Me letzte CHetebung der im^igen 
Nummer gibt hier die reciproken Werthe der Parameter 4er drei parabolischen Zweige. — 
Der Raaro verbietet in eine mishr detaillim EilHrt^rulig * hier elnMg«heiiV *«^^ m^ uns 
daher genfigen, angedeutet zu haben, wie die Entwieklilbgerf des ersten AbBcinuttesJ über die 
verschiedenartigen unendlichen Zweige der Curviai aus -den Discussionen des gegenwärtigen 
Paragraphen unmittelbar herrorgeben. 
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§. «L 

(ff^aaue Restlmnaiing' aller mtfg'liclien SinfrnlaHtHten , M^elrhe fa dem Etaafo 

der C^rrea vierter Ordaua^ vork«»aiiaea Ictfaaea« 

20. Indem wir durrh q und p irgend zwei ganze lineare Functionen bezeiclinen, und 
der Kürze wegen, 

«q + /^p = -I , 

yq2 4- <)pq + fp2 = 2;^ , 

xq< + Apq^ + /ip2q2 ^ ^f^ ^ ^p« = 2^, 
setzen^ können wir die Curven der 4. Ordnung durcli die naclistehende Gleichung darstellen : 

J, +,I, 4- ^3 + Ja = 0. 
Die allgemeine Gleichung der Curven irgend einer n, Ordnung ist nach dieser Bezeichnungs- 
weise y indem wir überhaupt eine ganze und homogene Function eines beliebigen m. Grades 
durch Sm darstellen; 

Sobald die beiden Functionen q und p einmal bestimmt sind (und diese Bestimmung hängt 
von 4 Constanten ab) schliesst 2^ überhaupt (m+1) Constanten ein. Die vorstehende Glei- 
chung, aus der durch Division immer eine Constante sich fortschaffen lässt, enthält hiernach 

— ^— -f 3 

Constante , also drei überzählige. Von diesen kommt eine auf den Umstand, dass die Curve 
ZM'ar durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q geht, dieser Durchschnitt 
selbst aber jeder willktthrliche Punct der gegebenen Curve sein kann. Die beiden andern 
werden dadurch bedingt , dass jedf^ der beiden geraden Linien P und Q, ohne dass dadurch 
die Form der Gleichung geändert wird , um ihren Durchschnittspunct sich drehen können. 
Dabei werden n^ailick q und p durch zwei andere lineare Functionen , beide von der Form 
(aq+rp) ersetzt, wonach sich nur die Coefficionten in den verschiedenen Functionen S än- 
dern, die Form dieser Functionen aber unverändert bleibt. So lauge die Curve dieselbe 
bleibt, stellt auch jede Function ^m, nach me vor, dasselbe System von m durch den 
Durchschnitt von P und Q gehenden geraden Linien dar. 

, Einfache Puncte. 

2L Wenn wir auf der Curve : 

J, + J, + ^3 + J^a^o, . 
von dem DarchscbniUe von P und.Q aas, um eine unendlich kleine Strecke vorwärts ge- 
hen, so kommt, iadeü wir a«:l nebmea: , . , 

-2| = q 4- /Jp =* o , 
wobei q und p unendlich kleine Grössen derselben Ordnung sind. Betriu^hten wir q und p 
als veränderliche Grössen , so gehört die letzte Gleichung einer geraden Linie an , welche 
annäherungsweise den Lauf der Curve in dem fraglichen Punct« darstellt: es ist die Glei- 
chung der Tangente. Die Ordnung der Annttberung steigt um eine Einlieit^ wenn wir 
Glieder des zweiten Grades mit hinzufügen. Die Gleichung : 

-:?! + ^2 = 0, 
stellt einen dreipunctig osculirenden Kegelschnitt dar. Endlich ist: 

:S| + -2j + ^3 = o 

die Gleichung einer vierpunctig osculirenden Curve dritter Ordnung. 
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22. Wir können die gerade Linie Q so drehen, daw üe «it der TTnngeale im firafU* 
eben Puucte ausanunenfällt , dann wird ß=^. Die Gleichung der Curre : 

, q '+ ^2 + :5i + 5i = . 
«othält «Igdann nur noch awei überaiUilige Cojisiiurten* Für die den gegebene« Punde der 
Curve ddem Aurcbscbnitte von P und Q) benachbarten Punete derselben , nMssan wir , um 
die vor»tehfMde Gleichnpg sm . befriedigen, in ^ ein Glied, suchen, das, vm den Werfh von % 
aufisuwiegen, mit q von derselben Ordnung ist. Di^seo Glied Lann mir ^f ^ sein, weil ein 
Glied , das p neben q enthAlt , von welcher Ordnung auch p sein mag, nicht mit q von der- 
selben Ordnmg sein kann. Die Gleiehnng; 

q + ip^ = o, 
gehört einer Parabel an , welche annäherungsweise den Lauf der Curve in dem IragUcben 
Punete darstellt Wenn wir die Gleicimng der Curve entwickeln und auf imphstebende Weise 
ordnen: 

(q-Kp^) + vm^f^) + {yt^+*p^q+^p«J + pqC^^+yp"") + «HC^+^ip^) + (Xpq^) 4- (xq«) = o, 
wobei die in der ersten, zweiten, • • • siebenten Klammer eingescUosseneo Glieds besttg- 
lieh mit p^ p^ • • « p^ von gleicher Ordnung sind , so erhatten wir nach einander verscfaie* 
dene Curven, deren Annäherung an die gegebene in dem gegebenen Punete von einer bloss 
dreipunctigen 2u einer achtpunctigen ansteigt, wenn wir einmal die Glieder der ersten 
Klammer, dann die Glieder der zwei, drei, vier, fünf, sechs ersten Klammem gleich Null 

setzen. Wenn wir (p— oq) ain die Stelle von p setzen und dann a = ^ ■ nehmen, so er-. 

halten wir, indem wir von den Werthen der Coefficienten ganz absehen, eine Gleichung von 
foigrader Form, nrit einer ttberzahllgen Constanten: 

(l-^'pXq-Kp^) + (yq^+^p^PP*) 4- pq(^q+>T^) + qH?q+A<p-) 4- iLpq^H- xq« « o, 
iu wekher im ersten Gliede die vierpunctig osculirende Parabel in Evidenz tritt. 

99. Wenn e«»o, so finden wir erst in S^ das Glied Sp^, als dasjenige, welches, ftlr 
nahe liegende Punete der Cun^e , das Glied q aufwiegen kann. Gegen diese beiden Glieder 
verscfliwiuden alsdann alle fihrigen und die durch die Gleichung: 

q H- 5p* =« o , 
ausgedrückte Parabel dritter Ordnung stellt annäherungsweise den Lauf der Curve in der 
Nähe des fhiglichen Puncles dar. Dieser Punct ist ein Wenduugspuuei der Curve. Die 
Gleichung der Curve behält nur noch eine einzige ttbersählige Constante, welche auf die 
wHIktthrKche Richtung der geraden Linie P kommt. Ordnen wir diese Gleichung, ähnlich 
w ie oben , nach der verschiedenen Ordnung der Kleinbeit ihrer Glieder für die Nadibarpon- 
cte des Wendungspuncies , so kommt: 

(q+5p^> + p(*q-H»P^) 4- ^p^q 4- qOq+i'p^) + ^pq^ 4- /up^q^ + ^q^ 4- Apq^ 4- xq« « o. 
Es wird die Curve von der durch die Gleichung:. . . 

q + 5p* =».0 
dargestellten Parabel diüter Ordnung vierpunctig oscdirt* Eine mehrpunetig osculirende 
cttbisohe Parabd gibt es im Allgemeinen nicht. Wir erhalten die Gleiohnngen von Curven, 
welche die gegebene in dem Wendungspuncte bezflglich fünf-, seohs^, sieben-, acht«*, neun-, 
zehn- und zwOlfpunctig osculiren , wenn wir nach einander die zwei , drei, vier, filnl^ sechs, 
sieben und acht ersten Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null setzen. 

Wir können insbesondere die Richtung der geraden Linie P so bestimmen, dass p oder & 
ausfällt , wodurch die Anzahl der Constanten auf die gerade nothwendige sich reducirt. 

24. Wenn auch der Coeflßcient § verschwindet, zo ist gp^ das einzige Glied, durch 
welches, für Punete der Curve, welche dem gegebenen benachbart sind, q aufgewogen werden 
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kann; wooacll alsJanii iie 4urdi die Gleicfailng*: 

■ q + (>p* = o, 

ausgedrückte Parabel vierter Ordnim; den Lauf der Curve in der Nähe des gegebenen Pun- 
etes antiftberungsweise darstelH. Diese ^Parabel hat mit der Curve die gerade Linie ^ smt 
gemeinsehaftlieben vierpunctig osculirenden Tangente, und oseulirt selbst die 
Curve fünf^unetig. Ordnen wir die Gleichung der Curve mit Rücksicht darauf, dass, für 
Nacbbarpuncte/q und p* von derselben Ordnung sind, so kenrnit: ' * 

(l+^p^) + ipq +^2q -f i'p^q + yq"^ 4- tjpq^ + ß^^ + ?q^ + kpq' 4- «1* « o. 
Setzen wir nach einander die zwei, drei, vier, fünf, sechs, sieben, acht, neun und zehn ersten 
Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen solcher 
Curven, welche die gegebene in dem fraglichen Pkihcte bezüglich decbs-, sieben-, acht-, neun«, 
zehn-, zwtflf-, dreizehn- und sechszehnpunetig osculiren. 

Die Gleichung der Curve hat noch eine überzählige C^nstante, welche auf die will* 
kührliche Richtung der Linie P kommt Wir können sie fortschaffen, indem wir.y verpchwin- 
den lassen. Ifiemach bebalten M'h- nur }3 Constante, und es kennen also anch mnr Cmrven 
vierter Ordnnng von besonderer Art einen Punct der fraglichen Art haben. — 

Doppelpuncte. 

25. In dem Falle eines Doppelpunctes ist die allgemeine Gleichung der Curven vierter 
Ordnung die folgende: 

^ + ^ + 5j ä=s 0* 

Diese Gleichung schliesst 15 Constante md unter diesen zii*ei ttberzäUige esn, weU der 
Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q zwar in den Doppelpunct dar Cnrvc fiült, 
diese beiden Lbiien selbst aber , ohne dass die Form der rorsteheadei» Gleichung sieh ändert, 
beliebig um ihren Durchschnitt sich drehen k&nnen. Wir können die Function ^ in zwei 
Faotoren des ersten Grades, beide von der Form (ap+rq) zerlegen. Nehmen wir. dies^ 
beiden Factoren statt p und q , so geht* die Form der letzten Gleichung in dte nacbstclieade 
mit ihren 13 nothwendigen Coustanten über: 

pq H- ^ + 2^ = 0* 
Die geraden Linien P und Q sind nän dadurch vollkommen bestiannt^ dass sie mit den beiden 
Tangenten « Doppelpuncle zusammenfallen. Indem wir einmal p^ und q, das ai|d<ffe Mal 
q^ und p , als von derselben Ordnung für die Nachbarpunde des Doppelpunctes betrachten, 
bhmea wir die vorstehende Gleichung auf folgende zwiefache Weise entwkktln: 

p{(q+lp^) 4- p(^+()p^ + q(^q+^')| + q'(Cq4-A«p^ -f ^pq* + »fq* =^ «t U) 

qj(P+Cq^ + q(^p+xq2) 4- p(^p+Aq2)j + p^ßp+^uq^) j^ vfiq 4. ^p* = o. (2) 

Hieraus ist ersichtlich , dass die beiden Parabeln : 

q + lp'= o, p + ?q- = 0, 

den Lauf der beiden im Doppelpunde sich ^hneidenden Zweige amiähemngsweise darslelften. 
Die beidesmalige Berlbrang ist eine drelpunctigev Auf dieselbe Weise, wie am SehluiBe der 
28. Nummer, erhalten wir für die beiden vierpunotig osculirenden Piarahehi. die felgenden 
Gleiehuttgen: 

q + 5(p-^q)^ at o, p + C(q— <^'q)^ =^0. ' • ' 

indem wir: ■ . . ' 
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setzen. 
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26. Wenn insbesondere 'i^ö^ wodurch die Anxalil der Constanten sich auf awtflf re- 
ducirt, so kann in der grossem Klammer der Gleichung (1) q nur durch p^ aufgewogen wer- 
den. Der Lauf des einen Zweiges der Curve , dessen Tangente Q ist , hat alsdann einen 
mit dem Doppelpuncte susMunenfallenden Wendungspunct mid wird annäherungsweise 
durch die vierpunctig osculirende cubische Parabel : 

q + 9p3 =» o, 
dargestellt 

27. Wenn die Zweige, welche den Doppelpunct bilden, in diesem Puncte beide einen 
Wendungspunct haben, so verschwindet sowohl | als C* Dann können wir die Glei- 
chung der Curve anf folgende awiefiache Weise ordnen : 

qj(P+*q^) + ^pq + ^M^ + ^^ + iwp^q + vf^\ + pp« = o, 
indem wir einmal q und p*"^, das andere Mal p und q^, als von derselben Ordnung betrach- 
ten, je nadidem wir anf dem Zweige mit der Tangente Q, oder auf dem Zweige mit der 
Tangente P, vom Doppelpuncte aus, vorwärts gehen. 

In dem vorliegenden Falle können wir die Gleichung der Curve auch auf folgende Weise 
schreiben : 

pqjl + lyq + ^} + 5i =* o. 
Um die Form dieser Gleichung, welche die nothwendigen elf Constanten einschliesst, geo- 
metrisch zu deuten, bemerken wir, dass die Gleichung: 

-Si = o, 
ein System von solchen vier gwaden Linien darstellt, welche durch den Doppelpunct gehen, 
und den vier Asymptoten der Curve parallel sind. Jede dieser geraden Linien schneidet die 
Curve, M'eil ein Durchschnittspunct unendlich weit liegt und zwei in den Doppelpunct zusam- 
menfallen, ausserdem nur noch in einem einzigen Puncte. Die vier einzigen Durchschnitts- 
puncte, welche wir auf diese Weise erhalten, liegen alle vier auf der geraden Linie:' 

1 + i?q -f ^p = o, 
und somit sind wir beiläufig zu folgendem Satze gelangt: 

Wenn sich zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung schneiden und 
in ihrem Durchschnitte beide einen Wendungspunct haben, so schneiden 
die vier geraden Linien, welche man, parallel mit den vier Asymptoten, 
durch diesen Durchschnitt legen kann, die Curve ausserdem noeh in 
vier solchen Puncten, die in gerader Linie liegen. 

28. Um den Fall eines isolirtenPunctes, dessen beiden Tai4:enten imaginär sind, 
in der Gleichung der Cnrve in Evidenz zu bringen, erhalten wir sogleich nachstehende Fermon : 

(q2-Hi2p2)r + :S| =s o. 
In dem Falle der ersten Gleidiung sind die beiden imagniaren Tangenten gewöhnliche, in 
dem Falle der zweiten Gleichung beide osculirende. Der Factor (q^+o^p^) enthält eine aber- 
zählige Constante, weil die Richtung einer der beiden geraden Linien P und Q erst dann 
bestimmt ist , nachdem die lUchtuag der andern beliebig angenommen worden ist. Die Con- 
stante kötfnen wir unter Andern auf lineare Weise dadurch ausfallen lassen , dass wir an- 
nehmen , dass die geraden Linien P und Q (zugeordnete Durchmesser des Doppelpunctes *) ) 
auf einander senkrecht stehen. 



•) Ein isolirter Punct ist iromer aU eine Ellipse anzufehen, deren beiden Axen, bis zum Verschwin- 
den, ihre Richtung und ihr gegenseitiges Grössen-Verhältniss beibehalten haben. Daher kann auch 

24 
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80. In dem Falle einer Spitze erster Art erhalten mir die allgemeine Glekbung: 

q^ H- ^ + J4 = o, 
wdche 13 Constante, unter diesen aber, der willkührlicben Richtitng von P wegen, eine 
ttberstthlige einschliesst. Diese fällt aus, wenn wir p mit (p-H^q) vertauschen, und dann a 
so bestimmen , dass C^+Sag) verschwindet , oder , was auf dasselbe hinauskommt, wenn wir 
von Vorne herein ^^=0 setzen. Um für die, dem lUickkehrpuncte nahe liegenden Puncte q^ 
aufiniwiegen , finden wir in J3 das Glied |p\ Ordnen wir hiernach die Gleichung der Curve, 
indem wir q^ und p^ als von derselben Ordnung betrachten, so kommt: 

Die Curve hat in der Spitze mit ihrer Tangente Q einen Centact von der Ordnung |. Sie 
hat mit der semicubischen Parabel, welche durch die Gleichung: 

q2 -f ;p3 B o 
dargestellt wird , einen Contact von der ersten Ordnung. 

30. Wenn |s=o, so sind, für Nachbarpuncte q^ und p^ und mithin auch q und p^ von 
derselben Ordnung, und wenn wir, mit Rücksicht hierauf, die Gleichung der Curve ordnen, 
80 kommt: 

(qH^p'q+(»p*) + pqC^q+T') + qXCq+A«p') + ^pq' + ^q* = o. (i) 

Um den Lauf der Curve annäherungsweise darzustellen , erhalten wir also die durch die 
CHeichung : 

q2 + ^p2q 4. pp4 = (q+nrp2)(q+cF'p2) = o 

dargestellten beiden Parabeln. Es berühren sich in dem Doppelpuncte zwei 
Zweige der Curve, welche von diesen beiden Parabeln bezüglich dreipunrtig oscu- 
lirt werden. Die beiden Zweige sind reell oder imaginär zugleich mit diesen Para- 
beln , je nachdem : 

^^ — 4? > o, ^ — 4? < 0. 

Die vorstehende Gleichung enthält 13 Constante, aber unter diesen noch eine überzäh- 
lige, welche darauf kommt, dass P irgend eine beliebige gerade Linie ist, welche durch 
den Berührungspuuct auf der gemeinschaftlichen Tangeute Q geht 

Die Form der Gleichung (1) bleibt im Uebrigen unverändert, wenn wir an die Stelle 
des ersten Gliedes derselben (q+crp^Xq+crp^) , das folgende einführen: 

jq 4- n7(p+7rq)^} {q + a^'(P+M)^}. 
Die beiden neuen Parabeln, welche bei beliebiger Bestimmung von n und n durch die bei- 
den Gleichungen: 

q + cy(p4-7iq)^ = 0, q + c^'Cp+^'q) « o, 

dargestellt worden, osculiren also die Curve im Allgemeinen ebenfalls dreipunctig. Unter 
soldien dreipunctig osculirenden Parabeln befinden sich aber zwei, welche die beiden Zweige 
der Curve vierpunctig osculiren. Es muss also, bei gehöriger Bestimmung derbeideii 
Constanten n und n , die Gleichung der Curve (1) die folgende Form annehmen: 

jq + «^(p+'^q)^} jq + cr'Cp+Try) j + q^(Cq+A<p^ + ^pq^ + xq* - •, 

in dar jene beiden vierpunctig osculirenden Parabeln in Evidenz treten« Damit diese Olei- 
dning bloss die el f nothwendigen Constante einschliesse , brauchen wir bloss n oder n ver* 
schwinden zu lassen. 



Yoo zogeordneten Durchmessern und Axen eines isolirten PuncUs die Rede sein. Di« dem fragli- 
chen isolirten PunAe entsprechende Ellipse wird durcli die folgende Gleichung : 

q* + a«p» B «, 
dargestellt. 
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31. Zwischen den beiden Fftllen, dass die Cnrve swei reelle sich berOhrenden Zweige 
hat, und dass ein isolirter Punct diese imaginär gewordenen Zweige vertritt, bildet derjenige 
Fall den Uebergang, wo: 

^2 — 4? as o , oder m = w\ 

Dann können wir die Gleichung (1) unter folgender Form schreiben: 

(q+oyp^)^ + «ftt(rf/?qXq-H^pO -♦- q^s = o , 

welche unverändert bleibt , wenn wir (p+a^) ^ ^^ Stelle von p setzen. Nach dieser Sub^ 

stitutiou können wir den unbestimmten Coef&cienten a so bestimmen, dass die resultirende 

Gleichung folgende Form annimmt: 

(q+cTp2)2 + 2apq(q+cTp2) + q^ ^ ^^ ^ (2) 

oder auch, indem wir: 

q^s — a^nY = q^s 
setzen, die folgende: 

(q+cjpM^pq)^ 4- q^3 = o. 
Es sei , um zu particularisiren : 

^ Sg = Vf^ + iup2q + Apq2 + xq^; 

alsdann kommt , wenn Mir die vorstehende Gleichung (2") in Beziehung auf (q+cip^) auflösen : 

q 4- C7p2 = — apq ± v^(— »T)^q4-(«^— /")p^q^— ^pq'— «q*). 

So lange v nicht verschwindet, ergibt sich, bei gehöriger Vernachlässigung, für die Nachbar- 

puncte des Doppelpunctes : 

q + cjp2 = ± p/(— ypq) , 

= ± pV(''^p)« 
Diese Gleichung zeigt, dass diese Puncte, je nachdem er positiv oder negativ ist, aaf der 
negativen oder positiven Seite der Tangente Q liegen ; dass sie ferner , je nachdem vm po- 
sitiv oder negativ ist , auf der positiven oder negativen Seite der , durch den Bertthrungs- 
punct gehenden geraden Linie P liegen , dass sie endlich zugleich auf der innem und äus- 
sern Seite derjenigen Parabel, wdche durch folgende Gleichung dargestellt wird: 

q + G7p' » o, X3) 

sich erstrecken. Hiemach ist der Doppelpunct der Curve eine Spitze zweiter Art. 
Die Ordnung der Annäherung, sowohl der beiden Zweige an die Parabel, als auch dieser 
beiden Zweige unter sich, beträgt 1|. 

32. Wenn y=o, nnd demnach die Gleichung der Curve folgende Form hat: 

(q+c7p2)2 + 2apq(q4-iarp2) + q^^ = o, 

so ergibt sich , bei gehörigen Vernachlässigungen , 

q + B7p2 = — («l/C«^— i"))pq, 

Alsdann hat die Curve ihre beiden vollständigen Zweige wieder erlangt und diese Zweige 
haben unter sich und mit der Parabel (3) einen Contact der zweiten 
Ordnung. 

Wenn a^ — f<<o, so werden die beiden vollständigen Zweige der Curve imaginär und 
durch einen isolirten Punct vertreten. 

Wir können hier noch zwei untergeordnete Fälle unterscheiden« Wenn zugleich vsao 
und iu=o, wonach: 

(q+njp'^)^ + Äapq(q+orp2) ^ ^s^jj -- ^ ^ 
so kommt für die eine Wurzel: 

(q+cyp^) = — 2apq = 2amf^ , 
und fDr die andere : 
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= — A 2 — ^4 

Von den beiden Zweigen hat der erste mit der Parabel (3) einen Contact der 2. Ordnung, 
wie bisher, der «weite aber einen Contact der 3. Ordnung. Jener sehneidet die Parabel, in- 
dem er sie berührt; dieser nicht 

Wenn endlich zugleich i^o, fi=Oy X=o, und demnach die Gleichung der Curve die fol- 
gende wird: 

(q+cTp2)2 + 8apq(q+CTp^) + xq^ = o , 
so erhalten wir für den zweiten Zweig: 

q 4- oyp2 = — apq 4- /(«^P V" '^q^) » 

— JL q' — ^^^ 5 

2a p^ 20"*' ' 
Dann hat ein Zweig, wie bisher, mit der Parabel einen Contact der 2. Ordnung , der andere 
Zweig aber einen Contact der 4. Ordnung. 
33. Wenn zugleich: 

w onach^wir die Gleichung der Curve auf nachstehende Form mit acht Constanten bringen 
können: 

(q+cTp«+apq)2 + Apq^ + xq^ as o, 
so kommt nach gehörigen Vernachlässigungen: 

q + iijp2 4- apq = ± /(-.Apq^), 

= ± XmpVC^^p). 
Die Cunre bildet in diesem Palle wiederum eine Spitze zweiter Art; ein Schenkel der- 
selben liegt innerhalb und der andere ausserhalb des durch die folgende Gleichung: 

q 4- crp2 4- apq = o , 
dargestellten Kegelschnittes, der in dem Falle, dass a verschwindet, eine Parabel ist. Wenn 
wir diesen untergeordneten Fall ausschliessen , so liegen beide Schenkel auf derselben Seite, 
der diesen Kegelschnitt dreipunctig osculirenden Parabel : 

q 4- cTp^ = o. 
Je nachdem Act positiv oder negativ ist , liegt die Spitze auf der positiven oder negativen 
Seite der Linie P. Die Annäherung jedes Sehenkels der Spitze an den fraglichen Kegel- 
schnitt , so wie der beiden Schenkel unter sich , ist von der Ordnung 2|. 

Wenn zu den obigen beiden Bedingungen auch noch das Verschwinden von l hinzukommt, 
wonach die Gleichung der Curve die folgende wird: 

(q4-cyp^4-apq)2 4- xq* = o, 
so löset sich der erste Theil dieser Gleichung in zwei reelle oder imaginäre Factoren des 
zweiten Grades auf , welche zwei , sich vierpunctig osculirende , reelle oder imaginäre , Ke- 
gelschnitte darstellen. Es können sich also zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung, so 
lange diese nicht durch ein System zn'eier Kegelschnitte ersetzt wird, nicht vierpunctig oscu- 
liren. Die möglichen Fälle sind hiermit erschöpft. — 

34 In dem Falle zweier sich berührenden Zweige einer Curve vierter Ordnung, können 
wir diese Curve auch durch die folgende Gleichung darstellen: 

(q4-i',)(q4-:?",) + (Ap4-xq)q^ « o. 
So lange X nicht verschwindet, können wir, ohne dass diese Form sich ändert, ('Ap+xq) mit 
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Xf vertauschen; dann kommt, indem die Constant^n auf die 11 nothwendigen sick reduciren: 

{^+^2)(q+S\) + Ipn^ =- o. (1) 

In den Gleichmgen : 

q + 2V«o, 1 + 2"2 = o, (2) 

treten diejenigen beiden Kegelschnitte, welche die beiden Zweige der Carve ffinfpunctig 
esculiren, in Evidenz. 

Wenn A verschwindet, so behält die entsprediende Gleichung: 

(q+:?'2)(q+:s%) + «q^ = o, 

immer noch ihre überzählige Constante , welche auf die willkührliche Richtung itßr Linie P 
kommt. Dann werden von den beiden Kegelschnitten (2) die bezüglichen Curven- Zweige 
beide sechspunctig osculirt Cm die überzählige Constante fortzuschaffen, können wir 
die letzte Gleichung auch auf folgende Weise schreiben : 

I q + cip2 4- Tq(p+yq) } { q -f er p^ + t pq j + xq« = o. 
Wesentlich ist in dieser Form, dass die CoeMcienten m und m verschieden sind. Sind sie 
einander gleich, so berührt jeder der beiden Kegelschnitte einen der beiden Zweige fünf, 
punctig und den andern drei punctig. Die Curve hat also zwei Zweige , die sich im frag- 
lichen Doppelpuncte dreipunctig osculiren. 

Dreifache Puncie. 

35. Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen Puncte 
ist die folgende: 

^ + 2i « o, 

und enthält y weil die Form dieser Gleichung sich nicht ändert , wie wir auch die beiden 
geraden Linien P und Q um ihren Durchschnitt sich drehen lassen , zwei überzählige Con- 
stanten , wonach die Anzahl der nothwendigen Constanten auf zehn sich reducirt Die 

Gleichung : 

^ = 0, 

stellt das System der drei Tangenten der Curve im dreifachen Puncte dar. Je nachdem diese 
drei Tangenten a 1 1 e drei reell oder zwei derselben imaginär sind, schneiden 
sich drei reelle Zweige der Curve in demselben Puncte, oder ein conjugirter Punct der Curve 
liegt auf einem ihrer reellen Zweige. In dem ersten Falle können wir, um die beiden über- 
zähligen Constanten fortzuschaffen, die beiden geraden Linien P und Q mit zwei der drei 
Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen lassen, wonach die Gldchung der Curve die 
folgende Form erhält: 

pq(q+ap) + 5| = o. 
Wir können diese Gleichung immer und auf einzige Weise auf folgende Form bringen : 

p(q+ap){q-hi2} + ^Xq+W = o, (1) 

und dann stellt die Gleichung: 

q + ^ = 0, 
denjenigen Kegelsdinitt dar , welcher den , an der Tangente Q sich hinziehenden , Zweig 
der Curve fünf punctig osculirt. In dem untergeordneten Falle der nachstehenden Gleichung 
mit 9 Constanten: 

F(q+«p){q+^} + ^q* = «» 

ist der Aragliche Kegelschnitt ein sechspunctig osculirender. 

Auf gleiche Weise können wir diejenigen beiden Kegelschnitt«^ bestimmen , weldie die 
beiden andern Zweige in dem dreifachen Puncte ffinfpunctig osculiren. 

In dem Falle, dass die beiden letztgenannten Zweige imaginär werden, nimmt dieGlei- 
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diHDg (1) die folgende Form an: 

(q2+x2p2)|,+22} + ^qXq-hi?p) = o, 
in welcher der Factor (q^+^^p^) eine überzählige Constantc eiuschliesst. Indem ß verschwin* 
det, particiilarisirt sich die Curve auf gleiche Weise , wie in dem Falle , dass in dem drei- 
üetchen Puncte drei reelle Zweige der Curve sich schneiden. 

36. Wenn zwei der drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen, so 
erhalten wir für die allgemeine Gleichung der Curve mit neun Constanten die folgende: 

p2q 4- ^4 = o. 
Die Curve hat alsdann eine Spitze erster Art mit der Tangente P, durch welche noch 
ein andrer Zweig geht, dessen Tangente Q ist. Der letzten Gleichung können wir immer 
die folgenden beiden Formen geben: 

p'{q+-2{ + ^qXq+/^p) = o, 
q{p^+-3} + /Mp* = o. 

in der ersten dieser beiden Formen tritt: 

q+ ^ » o, 
als die Gleichung eines, denjenigen Zweig, dessen Tangente Q ist, fünfpunctig osculirenden 
Kegelschnittes in Evidenz, in der zweiten: 

p2 4- ^3 = 0, 
als die Gleichung derjenigen Curve dritter Ordnung, welche den Zweig mit der Spitze am 
genauesten darstellt. 

Weil in der ersten Gleichung dieser Nummer 2% nothwendig die höchste Potenz von q 
enthalten muss, damit nicht alle Glieder durch p theilbar werden, so kann die Spitze erster 
Art nicht durch zwei sich berührende Zweige , und noch weniger durch eine Spitze zweiter 
Art ersetzt werden; dergestalt also, dass, wenn eine Curve vierter Ordnung zwei sich be- 
rührende Zweige oder eine Spitze zweiter Art hat, durch den Berührungspunct jener beiden 
Zweige oder durch diese Spitze kein neuer Zweig der Curve gehen kann. Man sieht so- 
gleich den Grund dieser Unmöglichkeit ein. Auf der Tangente in einem Puncte der fragli- 
chen Art fallen nemlich vier Puncto schon zusammen , so dass eine Curve der vierten Ord- 
nung von einer solchen Tangeute überhaupt nicht mehr geschnitten werden kann. 

37. Wenn die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen, so 
nimmt die Gleichung der Curve die folgende Form an : 

q«' 4- 5^ = o. 
Diese Gleichung enthält noch eine überzahlige Constante, welche darauf kommt, dass die 
gerade Linie P beliebig um den dreifachen Punct sich drehen kann, ohne dass die vorste- 
hende Form sich ändert Die folgende Gleichung schliesst bloss die acht nothwendigen 
Condtantea ein: 

q' + p*3 = o. 
Entwickeln wir, so kommt: 

q3 + (>p^ 4- yp3q + ^p2q2 ^ ^p^s - ^^ (2) 

Für Nachbarpuncte sind q^ und (»p^ von derselben Ordnung, und die Parabel: 

q^ + ^p* = 0, 
stellt annäherungsweise den Lauf der Curve dar. Die Gleichung (2) ist in Beziehung auf die 
Kleinheit der Glieder geordnet , so dass , in der Nähe des Berührungspunctes , der Lauf der 
Curve mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt wird, wenn wir zu den beiden 
Gliedern in der letzten Gleidhung einmal noch das dritte, dann noch das dritte und vierte 
Glied , aus der Gleichung der Curve hinzunehmen. Die Ordnung der Annäherung der Curve 
an ihre Tangente ist }. 
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Systeme von zwei DoppelpunctetL 

38. Wenn eine €iinre der 4. Ordnung swei Doppelpuncte hat und wir dne Tangente 
des einen Punctes P, eine Tangente des andern Punctes Q und diejenige gerade Linie, we]. 
che die beiden Doppelpuncte verbindet , T nennen, so faUen von den vier Durchschnitten der 
Linie T mit der Curve 2wei auf P und 2wei auf Q, und von den Durchschnitten jeder der 
beiden Tangenten P und Q mit der Curve beidesmal drei auf T zusammen. Und umgekehrt, 
diese Voraussetzungen reichen hin, um auszudrücken, dass auf der geraden Linie T zwei 
Doppelpuncte liegen und dass P und Q Tangenten dieser Doppelpuncte sind. Soll daher 

ß« = o 
die Gleichung der Curve vierter Ordnung sein, so muss, wenn wir t=o setzen, die Function 
ün sich auf p^q^ redudren , und wenn wir p==o oder q=o setzen , muss t^ sich als Factor 
herausstellen. Diese Forderungen führen unmittelbar zu der folgenden möglichst allgemei- 
nen Function - Bestimmung : 

04 = p2q2 4- apqtr + ßih. 
Die so bestimmte Function ii^ enthält zwOlf Constante, von welchen 10 auf die 5 linearen 
Functionen kommen , und zwei als unbestimmte CoefSdenten sich darstellen. Diese Anzahl 
von Constanten ist die nothwendige und hinrdchende für eine Curve vierter Ordnung mit 
zwei Doppelpuncten , weil überhaupt die Bedingung , dass eine Curve eine gewisse Anzahl 
von Doppelpuncten habe, für jeden Doppelpunct die Anzahl der Constanten um eine Einheit 
vermindert 

Die Gleichung der Curve wird hiernach : 

p2q2 + apqtr + /9t^s = o, (1) 

und kann, indem wir: 

ar = jup, 4- T + (ftv'ha)t 
setzen, auch unter der nachstehenden Form geschrieben werden: 

L P(P+i"t)q(q+>'t) 4- t^C/Jts+apq) = o. 

In dieser neuen Form treten die beiden Tangenten jedes der beiden Doppelpuncte in Evi- 
denz. Denn, setzen wir nach einander: 

P = o, (P+i"t) = p = o, q = o, (q+yt) = q=o, (2) 

so verschwindet jedesmal das erste Glied der vorstehenden Gleichung , während im zweiten 
Gliede t^ sich als Factor herausstellt Es stellen also die beiden ersten Gleichungen (2) die 
beiden Tangenten P und P* des ersten und die beiden letzten Gleichungen (2) die beiden 
Tangenten Q und Q' des zweiten Doppelpunctes dar. 

Es sei: 

i^s = Aq + (»p + Tt 
Wenn alsdann X=so , so wird in der Form L , wenn wir p=*o setzen , t* gemeinschaftlicher 
Factor. Also ist P eine osculirende Tangente. 

Wenn zugleich l=o und a^o , so werden P und P* beide osculirende Tangenten. 

Wenn zugleich A=o und q=o , so werden P und Q beide osculirende Tangenten. 

Wenn endlich zugldch Aao , (>=o und a^ö , so werden P und P* , Q und Q' alle vier 
osculirende Tangenten. 

Wir erhalten hier also vier untergeordnete Fälle. 1) Von den beiden Zweigen, weldie 
sich in einem Doppelpuncte schndden, hat einer in diesem Puncte einen Wendungs- 
p u n c t Allgemeine Gleichung mit elf Constanten : 

n. P(P+i"t)q(q+H) 4- cFt^pq + t^pp4-Tt) = o. 

8) In einem der beiden Doppelpuncte hat jeder der beiden Zwdge einen Wendung^uact 
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Allgemeine Gleichung mit zehn Constanten: 

III. p(iH-/«Oq(q+yO + txpp+tt) = o. 

3) In jedem der beiden Doppelpuncte hat einer der beiden Zweige einen Wendungspunct 
Allgemeine Gleichung mit zehn Constanten: 

IV. P(p+i«0?(9+^) + ^t'pq + n^ = o. 

4) In jedem der beiden Doppelpuncte haben beide Zweige Wendungspuikcte. Allgemeine 
Form mit neun Constanten: 

V. p(p+iMt)q(q+i't) 4- Tt^ = o. 

99. Wenn wir in der Gleichung L fi^o setzen , so fallen die beiden Tangenten P und 
P* des ersten Doppelpunctes in P zusammen und dieser Punct geht in eine Spitze erster 
Art über. Wenn ^=0 , so verwandelt sich der zweite Doppelpunct in eine solche Spitze, 
Hiernach ergeben sich die nachstehenden vier untergeordneten Fälle: 

1) tis hat die Curve eine Spitze erster Art und einen gewöhnlichen Doppelpunct Allgemeine 
Form mit elf Constanten: 

VI. P^q(q+»^) + t2(iJt8+apq) = o. 

2) Einer derjenigen Zweige, welche den Doppelpunct bilden , hat einen Wendungspunct. 
Allgemeine Form mit zehn Constanten: 

VII. P^q(q+^) + oi^M + t^PP+^O = o. 

3) Es haben beide Zweige in dem Doppelpuncte einen Wendungspunct. Allgemeine Glei^ 
^hung mit neun Constanten: 

vffl. p^q(q+yt) 4- tXep+rt) = o. 

4) Es hat die Curve zwei Spitzen erster Art. Allgemeine Form mit zehn Constanten: 

IX. p2q2 H- t2(/9tsH-apq) = o. 

40. Wenn auf jeder der in P zusammenfallenden beiden Tangenten des ersten Doppel- 
punctes in diesem Puncte vier Durchschnitte mit der Curve liegen sollen , wonach zwei 
Zweige der Curve in diesem Puncte sich berühren, so muss s in der Gleichung VI. auf eine 
Function von p und t ohne Constante sich reduciren. Hiernach entspricht 1) dem Falle zweier 
sich berührenden Zweige und eines gewöhnlichen Doppelpunctes die folgende allgemeine Glei- 
chung mit zehn Constanten: 

X. P^q(q+>'t) + crt^pq + tX^q+Tt) = 0, 

2) Es kann in dem Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct haben. Allgemeine Form 
mit neun Constanten: 

XI. P^qCqH-»^) + <Tt^pq + it« = o. 

3) Es können beide Zweige einen Wendungspunct haben. Allgemeine Form mit acht 
Constanten: 

XH. P^qCq+^'t) 4- Tt* = o. 

4) Es kann die Curve zwei sich berührende Zweige und ausserdem eine Spitze erster Art 
haben. Allgemeine Form mit neun Constanten : 

XIU. p2q2 4. ^2pq ^ tX^p+n) = o. 

Für diejenigen Puncte der Curve, welche auf den beiden sich berührenden Zweigen in 
der Nahe des Bertthrungspunctes liegen , sind p und t^ von derselben Ordnung, während der 
Werth von q einer endlichen Grösse gleich bleibt Ordnen wir hiemach die Gleichung X., 
so kommt : 

{ P'q'-HTNlt^rt* } +pt{iifq+U2j =0, 
und wenn wir die erste Klammer in zwei Factoren auflösen : 

(pq+xt^Xpq+x t^) + pt(^pq+U2) = 0. 
Die beiden Gleichungen : 
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pq -f xO «=» o, pq + xV « o, 

steifen awei solche Kegelschnitte dar, welche die beiden sich berührenden Zweige der €urve 
im Bertihrungspmicte dreipunctig osculiren. Diese beiden Zweige sind hiernach «agleich mit 
X vnd M reell oder imaginär , je nachdem : 

a^ > 4r oder a^ < 4t. 
fan letstem Falle werden die beiden «ch berührenden Zweige durdi einen isolirten Punct 
vertreten. Demnach schliesst jede der vier Gleichungen X— XIIL einen zwiefachen Fall ein. 
41. In dem Uebergangs - Falle , wo 

tf^ = 4r, 
hat die Curve, statt der beiden sich berührenden Zweige, eine Spitze zweiter Art. 
Hier sind drei Fülle möglich. 

1) Es hat die Curve eine Spitze zweiter Art und einen gewöhnlichen Doppelpunct. Allge. 
meine Gleichung mit ne^un Constanten: 

XIV. j pq4-xt2 { 2 + fi(vfq+U^) = o. 

i) Es hat im Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct. Allgemeine Form mit acht 
Constanten : 

XV. (p«+xt«)2 4- i'p^qt = o. 

3) Es hat die Curve eine Spitze zweiter und eine Spitze erster Art. Allgemeine Form 
mit ackt Constanten: 

XVI. (M+*tO^ + Apt' = o. 

48. Ueberall, wo in den bisher aufgezählten Fällen ein Doppelpunct mit zwei gewöhn- 
lichen oder auch mit zwei osculirenden Tangenten vorkommt, können wir denselben auch 
durch einen isolirten Punct ersetzen, wonach zum Bei^iel dem Falle L zwei andere 
coordinirt sind , 1) dass die Curve einen eigentlichen Doppelpunct und einen isolirten Punct, 

2) dass sie zwei isolirte Puncte hat Es schdnt mir überflüssig, die entsprechenden allgemeinen 
Formen einzdn au£wstellen. Den beiden eben bezeichneten Fällen, auf die wir uns hier be- 
schränken wollen , entsprechen zwei Gleichungen , die wir in der folgenden zusammenfassen 
können: 

(p'+C't^)(q^+52t2) + t^(i?ts+<rpq) == o. 

Diese Gleichung hat die gerade nothwendige Anzahl von Constanten, nemlich zwölf; die 
■Functionen p und q sind dadurch bestimmt, dass die geraden Linien P uud Q diejenigen 
Durchmesser der beiden Doppe^uncte sind , deren zugeordnete *) in der Linie T zusammen- 
fallen. 

43. Ausser den bisher aufgezählten oder angedeuteten Fällen sind keine andern mög- 
lich. Der Grund der Unmöglichkeit ergibt sich immer unmittelbar. So können zum Bei- 
spiel , in'enn ausserdem die Curve schon einen Doppelpunct hat, zwei sich berührende Zweige 
unter einander keinen dreipunctigen Contact haben. Es lässt sich nemlich immer ein Kegel- * 
schnitt beschreiben, der einen der beiden Zweige in dem Berührungspuncte dreipunctig oscu- 
lirt und durch irgend zwei gegebene Puncte geht« Nähmen wir für einen dieser beiden ge- 
gebenen Puncte den zweiten Doppelpunct, so würde solch ein Kegelschnitt mit der Curve 
nenn Puncte gemein haben , was unmöglich ist , so lange die Curve sich nicht in ein System 
von zwei Kegelschnitten, von welchen der eben bestimmte einer ist, sich auflöset. Es kann, 
um noch ein zweites Beispiel hervorzuheben, die Curve nicht zwei Spitzen zweiter Art 
haben. Es gibt nemlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Curve in einer der 
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beiden Spitzen so bertthren, dass in denelben f&nf DaTdisebnittspancte sosamnen&llen. Alle 
solche Kegelschnitte haben unter einander einen dreipunctigen Contact und einer denelben 
ist auf einsige Weise voUkoounen bestinunt , wenn er ttberdiess noch eine gegdiene gerade 
Linie in einem gegebenen Punct berührt Nehmen -wir aber für diese gerade Lbie die Tan- 
gente in der nweiten Spitze und für den Bertthrungspunct auf ihr diese Spitze selbst , so 
Hürde ein so bestimmter Kegelschnitt mit der Cur?e, was unmöglich ist, neun Puncte gemein- 
schaftlich haben. — 

% 
Systeme van drei Düppelpuncten. 

44. Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppelpuncte hat, so ktonen wir 

durch diese Puncte, paarweise genommen, drei gerade Linien P, Q und T legen. Dannmuss 

in der Gleichung der Curve, wenn wir p verschwinden lassen, )H^, wenn q verschwindet, 

pH^ , und wenn t verschwindet , p^q^ als Factor hervortreten. Diese Bedingungen , welche 

ihrerseits hinreichend sind, um auszudrücken, dass die Curve drei Doppelpuncte hat, fllhren 

unmittelbar zu der folgenden Form -Bestimmung: 

p2q2 -I- d^H^ -I- i;qH2 4. gpqt,, = 0. (1) 

Zu derselben Form gelangen wir, wenn wir von der Gleichung L der 88. Nummer aus» 
gehen und in dieser Gleichung die Constanten so bestimmen , dass die Curve zu ihren bei- 
den Doppelpuncten noch einen dritten erhält. Zuvörderst wollen wir, zum Behuf dieser Be- 
stimmung, zwei ttberzählige Constanten einführen. Die folgende Gleichung mit vierzehn 
Constanten : 

(P+/«t)(p+/ii't)(q+i'l)(q+vt) + t^C/Jts+apq) = 0, 
wird zur Form der Gleichung L zurückgeführt, wenn wir in derselben (p+/ut) mit p und 
(q+'^t) mit q vertauschen , denn bei dieser Vertauschung bleibt die Form des zweiten Gliedes 
unverändert. P und Q sind nun nicht mehr zwei Tangenten der beiden Doppelpuncte, son- 
dern irgend zwei beliebige gerade Linien , welche durch diese Doppelpuncte gdien , so dass 
wir insbesondere auch die Voraussetzung machen können , dass sie in dem dritten Doppel- 
puncte sich schneiden. Es sei wiederum : 

/?8 = Aq + pp + Tt 
Dann kommt, wenn wir in der letzten Gleichung nach einander p und q versdkwinden lassen: 

t' { iWiw'q^ + bi/aXH-p) + Ajqt + [uft pp'+t]t^ | = , 

t^ I vpy + I^X^HO + (>]pt + [ßfirv-^jV \ = 0. 

Wenn in den Durchschnitt von P und Q ein Doppelpunct der Curve fallen soll , so muss in 

der ersten dieser beiden Gleichungen q^ und in der zweiten p^ sich als Factor h^musstellen ; 

diess gibt die folgenden drei Dedingungs - Gleichungen : 

* A</«'(^+>'*) + A = o , py'Qi+fi') 4. ^ =t o , fifivy + r = o. 

Hiemach ergibt sich: 

und die Gleichung der Curve wird : 

(lH-/*tXp+/a)(q+H)(q+^'t) + opqt^ - ^^Vi^'t^j^ . , 4. (^_ p + t j =0, 
oder, wenn wir entwickeln: 

PY + »^'p^t^ + l^fi\V 4- pqt{(.uV)q+ (H-Op + ^'tj = o. (S) 

Diese Gleichung hat ganz die Form der Gleichung (1) , wenn wir in dieser die lineare 
FMnction $u auf folgende Weise auflösen : 

iu ^ yq + f]f + oU 



§. 2. Mögliche Fälle bei Curven vierter Ordnung. 195 

Bie Tangenten-Paare der beiden ersten Doppelpuncte bafcen die folgenden Gleichungen : 

p + /ut = o, p + iw't = 0, 

q 4. yt — o, q + yt = 0, 

und in diesen Doppelpuncten schneiden sich also zwei redle Zwdge, oder dieselben sind 
isolirte PuncCe , je nachdem einerseits /< und fi , andrerseits v und 9 reell oder imaginär 
sind. Es sind Spitzen erster Art , wenn einerseits (i und iji , andrerseits y und v einander 
gleich sind. Um die vier Constanten der Gleichung (2) aus den Constanten der Gleichung 
(1) m bestimmen , ergeben sich , indem wir diese Gleichungen als identische betrachten , un- 
mittelbar die folgenden beiden Gleichungen zweiten Grades: 

/«- — yi«* + ? = , 

1^2 — tfi^ 4- ^ = o, 
von denen die erste ju und ^ und die zweite v und v zu Wurzeln hat Die Wurzeln bei- 
der Gleichungen können, unabhängig von einander^ reell und imaginär und einander gleich 
sein; und hiernach kann also auch von den beiden ersten Doppelpuncten jeder, abgesehen 
von dem andern , durch den Dnrchsduiitl zweier reellen Zweige gebildet werden , ein isolir- 
ter Punct sein oder in einer Spitze erster Art bestehen. 

Um die Natur des dritten Doppelpunctes zu erkennen, wollen wir durch denselben eine 
willkfihrliche gerade Linie legen, in deren Gleichung: 

p + xq e 0, 
X einen intbestimmten Coefflcienten bezeidinet Eine solche gerade Linie schneidet die Curve 
noch in zwei Puncten, welche durch die folgende Gleidiung bestimmt sind: 

x2q2 _ x{(^H-ju') — x(H-0}lt + jwx^ — ox + ^liW = o. (8) 

Von diesen beiden Puncten fiült einer in den Durchschnitt von P und Q und die fragliche 
gerade Linie wird demnach Tangente des dritten Doppelpunctes , wenn 

vilyt} — ax 4- pi^ = o. (4) 

Der dritte Doppdpunct ist ein eigentlicher Doppelpunct oder ein isollrter Punct, je nach- 
dem die beiden Wurzeln der Gleichung (4), die wir auch folgendergestalt schreiben 
können : 

^x2 ^ ax -h $ = 0, 
reell oder imaginär sind, je nachdem also: 

o^ — 4^C > o, oder a^ — 4^? < o. 

Der fragliche Punct ist endlich eine Spitze erster Art, wenn 

o2 sa 4^5 =3 4/t/iVy . 
4S. Wir ziehen aus dem Bisherigen den Schluss, dass die folgenden Pälle, alle zehn, 
möglich sind. 

1) Es hat die Curve drei eigentliche Doppelpuncte , 

2) zwei eigentliche Doppelpuncte und einen isolirten Punct, 

3) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei isolirte Puncto, 

4) drei isolirte Puncte, 

5) zwei eigentliche Doppelpuncte und eine Spitze erster Art, 

6) einen eigentlichen Doppelpunct , einen isolirten Punct und eine Spitze erster Art j 

7) zwei isolirte Puncto und eine Spitze erster Art, 

8) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei Spitzen erster Art, 

9) einen isolirten Punct und zwei Spitzen erster Art , 
10) drei Spitzen erster Art 

Es hängen die Curven der Fälle 1—4 von elf, die Curven der Fälle &— 7 von zehn, die 
Curven der Fälle 8—9 von neun und die Curve des 10. Falles von acht Constanten ab. 
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Zugleich liegt die analytische ünterscheiilmig dieser rerschiedeiieii Fälle vor* So bc^arieht 
sich 2iim Beispiel die Gleichung : 

PV + ^p^t^ + ?qH^ + M^yq + ^t + atj «0, 
auf den ersten Fall dreier eigentlichen Doppelpnncte , wenn, 

und auf den vierten Fall dreier isolirten Punete, wenn 

Y^ < 4?, i^ < 4», a^ < 4C^. 

In dem zehnten Falle dreier Spitzen ergibt sich die folgende aligeseine Forar mit 
den nothwendigen Constanten : 

p2q2 4- y2p2ta ^ /ti^qH^ + «pqt j /«q + »T> ± A<H | = o. 

In dieser Gleichung müssen wir nur das untere Zeichen beibehalten , weil , wenn wir das 
obere Zeichen nehmen, diese Gleichung auch folgendergestalt sich schreiben lässt: 

{M +>Tt 4- /«qtp *s o, 
woraus folgt , dass alsdann ein System zweier zusammenfidlenden Kegelschnitte an die Stdle 
der Curre vierter Ordnung tritt. In dem Falle dreier Spitzen erhalten wir fir die drei 
Tangenten in diesen die folgenden drei Gleichungen : 

p + iwt = o, q+yt = o, ^ — f^^ ^ o; 

und somit ist der nachstehende Satz bewiesen: 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Spitzen erster Art hat, so 
schneiden sich die Tangenten in diesen Spitzen, alle drei in demselben 
Puncto. *) 

46. Dieser letzte Satz steht mit einem allgemeinem, mit dem wir uns in dieser Nummer 
nachträglich beschäftigen wollen , in Beziehung. Wenn wir nemlich die beiden Wurzeln der 
Gleichung (4) durch x und x bezeichnen , so kommt : 

vpxK = /i/ti', (5) 

und hieraus ist ersichtlich , dass , wenn wir von den dreimal zwei Tangenten der drei Dop« 
pelpuncte : 

p + A<t = o , (A) p 4- /E/'t >s o , (A') 

q + it = o, (B) n + >'t « 0, (B) 

p H- xq = o, (C) p + x'q « o, (C) 

fünf willkührlich annehmen , die sechste dadurch vollkommen bestimmt ist; und zwar er* 

gibt sich hier der folgende Satz : 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppelpuncte hat, so umhül- 
len die sechs Tangenten in diesen Doppelpuncten ein und denselben 
Kegelschnitt 



*} Um diesem Satze seioe richtige Stelle anzuweisen, bemerken wir, dass die Polar -Curre einer soW 
eben Curve der vierten Ordnung, welche drei Spitzen erster Art hat, nur ron der dritten Ordnung^ 
diese Gurre selbst also von der dritten Clatse ist. Sie ist nicht die allgemtine Carte dieser Classe, 
weil ihr an den neun nothwendigen Constantta eine fehlt, womit in Uebereinstimmung ist, dass, 
während eine Curve der dritten Ciasse, im Allgemeinen, von der sechsten (aber nie von der fünf- 
ten) Ordnung ist, die Curve, im vorliegenden Falle, nur bis zur vierten Ordnung ansteigt. Dieser 
Particularisation entspricht, dass die Curve ihre sechs imaginären Spitzen verloren und statt dersel- 
ben eine isolirte gerade Linie erhalten hat. Hiemach ist der fragliche Satt durch das Princip der 
Heciprocität mit dem bekannten Satze verknüpft, „dass eine Curre dritter Ordnung im Allgemei- 
nen drei reelle Wendungspuncte hat, und daM diese in gerader Linie liegen.*« System: Dritter 
Abaohnitt, $ 8. 
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Uitt diesMi Sau su beweiseo , reicht et Un, m «eigtn, dass die drei Pia; analen irgpead 
eines von den sechs Tangenten gebildeten Sechsecks in demselben Pmcte sich schneiden. 
Selche drei Diagonalen können wir dnrch die folgenden drei Symbole »äher bestimmen : 

{A,A'; B',C}, {A\B;C,C}, }B,B'; CAj, 

wobei sum Beispiel das erste Symbol diejenige gerade Linie anveigt, welche den Puact (A; A'), 
in welchem die Tangenten A und A' sich schneiden, mit dem Puncte (B', C), in welchem die 
Tangenten B' und C sich schneiden , verbindet. Für diese drei Diagonalen erbalten wir auf 
bekannte Weise tai zwar unmittelbar ^ die nachsteheodett^ drei Gleichungen : 

p = xi^'t, 
^'q = fp , 
^t =x x'q. *) 
Von^ diesen drei Gleichungen bedwgen swei die dritte und es gehen also die drei beafigli- 
chen geraden Linien durch denselben Punct, weil: 

Der von den sechs Tangenten umhflUte Kegelschnitt, wddier, von Vorne hereitt betrach- 
tet y jeder beliebige sein kann , ist characteristisch für die Unterscheidung der verschiedenen 
Natur der drei Doppelpuncte. Wenn derselbe durch einen dieser drei Doppelpnncte geht, so 
ist dieser eine Spitze erster Art. Wenn er durch 2swti Doppelpuncte geht, so sind diese 
.beiden Spitzen erster Art. In dem F^Ue , dass er durch alle drei Doppelpuncte g^t , Idset 
sich die Curve in ein System zweier mit ihm zusammenfallenden Kegelschnitte auf. Wem 
der fragliche Kegelschnitt einen Doppdpunct umschiiesst, so ist dieser ein isolirter Punct; 
liegt der Doppelpunct ausserhalb, so scbneidctt sich in demselben zwei reelle Zweige der Curve, 
und man erhalt alsdann die Tangenten dieser Zweige im Doppelpuncte, wenn man, von diesem 
aus, die beiden Tangenten an den Kegelschnitt legt. Wenn, in dem Falle dreier eigentlichen 
Doppelpuncte, drei Tangenten derselben in einem einzigen Puncte sich schneiden, so schnei- 
den sich auch die drei übrigen in demselben Puncte, wobei alsdann der Kegelschnitt (Curve 
in^eiter Classe) in ein System von zwei Puncten ausartet Fallen diese beiden Puncte ins- 
besondere zusammen, so sind die drei Doppelpuncten drei Spitzen erster Art Wenn der 
fraglif^e Kegelschnitt imaginär ist, sind die Doppelpuncte isolirte Puncte. 

Wenn wir erwägen , dass , wenn von ^n beiden Tangenten des ersten , zweiten oder 
dritten Doppelpunctes, eine in das, von den drei geraden Linien P, Q und T gebildete Dreieck 
hineintritt , die andere nicht, beztiglich das Product (n^'j vv oder xx negativ ist, sonst immer 
positiv , so fahrt uns die Gleichung (5) auch zu folgendem Resultate : 

In das von den drei Doppelpuncten einer Curve vierter Ordnung ge- 
bildete Dreieck tritt entweder keine Tangente der Curve in einem die- 



*) Die erste der vorstehended GleiehofigeB : 

p « w't, 
ist, ihrer Form nach, die allgemeine einer geraden Linie, welche durch den Durchschnitt der Li- 
nien A und A' geht; überdiess ergibt sie sich aus den Gleichungen K und C, wenn wir zwischen 
denselben die Function q eliminiren , und stellt also diejenige , vollkomraen bestimmte, gerade Li- 
nie dar, welche auch noch durch den Durchschnitt der beiden , durch diese Gleichungen darge^« 
stellten , geraden Linien geht. Gani ebenso sind die beiden übrigen Gleichungen gebildet worden, 
üeber diese Art der Beweisführung findet man ausfuhrlichere Auskunft in den ersten derje- 
nigen kleinern Abhandlungen, welch« von mir, nnUr dem Titel analytiacli geortetritcb* 
Aphorismen, in dem 10. und 11. Bande des ron Herrn C r « 1 1 e licrausgegebeneii Journals der 
Mathematik erKhienen «ind. 
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ser Boppelpuncte, o4er es tritt in dasselbe eine |;erade Anzahl dieser 
Tang^enten hinein. 

47. Es bleibt uns jetzt nur noch tbrif, diejenig;en FttJle zu unterscheiden, in wdckea 
eine oder mehrere Tangenten der Curve in den Doppelpuncten osculirende sind. 

Wenn allein die eine Tang^enle ^es ersten Doppelpunctes: 

p + jUt = o, . 

«ine osculirende sein soll, und wir demnach voraussetzen, dass fi und fi reell 
und verschieden sind, so erhalten wir aus der CUeichung; (2) die folgende Bedinfungs- 
Oleichung : 

Es kann hierbei der zweite Doppelpunct von jeder Art sein und insbesondere auch, wenn 
v*sv\ in eine Spitze übergehen. Soll auch der dritte Doppelpunct eine Spitze bilden , so er- 
gibt sich die neue Bedingung : 

welche , verbunden mit der Gleichung (6) , die folgrade gibt : 

Da keiner der vier Coefficienten /ic, jm', v und v\ ohne dass die Curve ausartet, weder ver. 
schwinden noch unendlich werden darf, so ist die letzte Bedingung dann nicht zu erfiUlen, 
wenn H-y^o und folglich auch cr=o. Dieser Fall gebiert in die folgende Nummer. Da fer- 
ner audi fi und fi verschieden sind, so kann auch nicht i^»»' sdn. Also kann der dritte 
Doppelpunct nicht mit dem zweiten zugleich in eine Spitze übergehen , wenn der erstie Dop- 
pelpunct eine osculirende Tangente hat. Hiernach ergibt sich eine Unterart nur in den Fallen 
;1, 2, a, 5 und 6 der 45. Nummer. 

48. Wenn die beiden Tangenten des ersten Doppelpunctes beide osculirende sdn sol- 
len, so kommt: 

o 4- iw'(JM-0 =0, a -f fi(v-^v) = o, 

Bedingnngs - Gleichungen , welche auch durch die folgenden beiden ersetzt werden kdnnen : 

a =s , y 4- y = 0. 

In diesem Falle kann , nach der vorigen Nummer , die Curve keine Spitze haben. Die er- 
tte der vorstehenden beiden Gleichungen bringt, nach der Gleichung (4), die folgende 
mit sich: 

X 4- x =3 0. 

Wenn also die beiden (reellen oder imaginären) Tangenten des ersten Doppelpunctes oscu- 
lirende sind , so bilden die Tangenten des zweiten mit den Seiten Q und T , und die Tan- 
genten des dritten mit den Seiten P und Q, Systeme von vier Harmonicalen« 

Hiernach ergibt sich , insofern ein eigentlicher Doppelpunct zwei osculirende Tangenten 
hat, eine Unterart in den Fallen 1, 2 und 3, und, wenn es ein isolirter Punct ist, dessen 
Tangenten osculirende sind, eine Unterart in den Fallen 2, 3 und 4. 

49. Wenn eine Tangente des ersten und eine Tangente des zweiten 
Doppelpunctes osculirende sind, so kommt: 

a + fi(v+v) = 0, a + vi^-^fi) = o, 

uiid hieraus folgt: 

ii — ^ 

• "~~ ■ . 

Afs der Verbindung der Gleichungen der beiden osculirenden Tangenten: 

P + /<t=o, q + yt = o, 

ergibt sich die folgende: 
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und aus den Gleichungen der beiden nicht osculirenden Tangenten: 

« 

Da die leCiten bdden Gleichungen Identisch sind , gdangen wir zu dem folgenden ResuHate. 

Wenn jeder Ton zwei der drei Doppelpuncte einer Curye vierter 
Ordnung eine osculirende Tangente hat, so liegt der Durchachuitt der 
b'^iden osculirenden Tangenten und der Durchschnitt der beiden nicht 
osculirenden Tangenten mit dem dritten Doppelpuncte in gerader Linie. 

Der dritte Doppelpunct kann von jeder Art und insbesondere auch eine Spitze seitt; 
denn die obigen beiden Bedingungs * Gleichungen sind mit der folg^enden: 

nicht im Widerspruche. Es ergibt sich hiernach eine Unterart in den Fällen J, 3 und 5. 

50. Wenn endlich die beiden Tangenten des ersten und snigleich eine Tangente des 
zweiten Doppelpunctes osculirende sind, so kommt: 

CF = o, ^ + ^' = 0, y + y ^= o, X + X = 0, 

oder, gleichbedeutend hiermit: 

a = o, Ja=o, y=so. 

Es ist, schon aus der S3rmmetrie dieser Bedingungs-CHeichungen in BeziAung auf die drei 
linearen Functionen p, q und t, klar, dass alsdann die Tangenten der drei Dop«: 
pelpuncte alle sechs osculirende sind. 

Wenn die Werthenpaare ft und fi , v und v beide reell oder auch beide imaginär sind, 
so ist: 

der dritte Doppelpunct also ein isolirter. Wenn hiemach unter den drei Doppelpuncten mit 
osculirenden Tangenten zwei eigentliche Doppelpuncte sich befinden, so ist der dritte noth- 
wendig ein isolirter Punct ; wenn zwei Puncte isolirte sind , so sind alle drei isolirte. An^ 
dere Falle als diese beiden gibt es nicht. Somit eine Unterart in den Fallen 2 und 4. 

Die Gleichung der Curve , welche hier nur noch acht Constante behalten hat , ist die 
folgende : 

p2q2 ^ ^2^2 4. CqH2 n= 0. (7) 

Diese Form ist , so lange die Curve drei gegebene Puncto zu Doppelpuncten haben soll, kei- 
ner Particularisation mehr fthig. Alle verschiedenen Falle sind in dem Vorstehenden «*•* 
sch<(pft. Da bei dem Uebergange von der allgemeinen Gleichung (1) zu der Gldchmig (7) 
die Anzahl der Constanten sich nur um drei, von elf auf acht, vermindert hat, so gibt ed 
zwischen dem von zehn Constanten abhängenden Falle, dass eine der sechs Tangenten eine 
osculirende ist (47), und dem Falle, dass alle sechs osculirende sind, nur einen Uebergangs- 
Fall mit neun Constanten , denjenigen nemlich , dass zwei Tangenten osculirende sind, sei es 
nun, dass diese beiden Tangenten demselben Doppelpuncte (48) oder zwei verschiedenen 
Doppelpuncten (49) angehören. Insbesondere ist es nicht möglich, dass jeder der drei Dop- 
pelpuncte eine osculirende und eine gewöhnliche Tangente hat ; denn das Vorhandensdn von 
bloss zm'ei osculirenden Tangenten redttdrt die Constanten-Anzahl schon auf n e u n und dno 
Vorhandensein der dritten fordert eine Reduction auf acht, welche aber sdlon hinrekhoid 
ist fQr den Fall (der den fraglichen cinschHessen mOsste) , dass alle sechs Tangenten oscu- 
lirende sind. — 
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^ §. 3. 

Heber die ÜTainr der slnarvlttren Punete uad •Inirtilttren ^ermden letalen« uad 

ttber die Art Ihrer Kntiiteltung:« 

51. Wir können uns eine Curve auf zuei verschiedene Arten, zi/vischen welichen eine 
velbtimUge Analogie StaU findet, beschrieben denken und sie demgenfts» auch auf zwiefa^ 
che Art analytiach darstellen. Bei der ersten Bestimmungsweise denken mr uns dieselbe 
durch dnen sich bewegenden Punct beschrieben, bei der zweiten durch eine sich bewegende 
gerade Linie uahttllt In dem ersten Falle bleibt der beschreibende Punct (der hier keines- 
wegs als ein verschwindendes Oval anzusehen ist) derselbe, wenn wir ihn um sich seihst 
drehen; es kann, bei einem einzelnen Puncte, von einer bestimmten Richtung keine Rede 
sein ; denn alle , durch denselben gehenden, geraden Linien stehen zu ihm in gleicher Bezie- 
liung. In dem zweiten Falle bleibt die umhüllende gerade Linie unverändert dieselbe, wenn 
wir §ie nach ibrer Richtung beliebig fortrücken; es kann von einer absoluten Lage dersel* 
ben keine Rode sein, denn ihre Puncte sind von einander auf keine Weise unterschieden. 
Erst wenn der beschreibende Punct fortrückt ^ wird eine Richtung bestimmt; diejenige Rieh» 
tung, welche einem unendlich kleinen Fortrücken entspricht, bestimmt die Tangenten der be- 
schriebenen Curve. Erst wenn die umhüllende gerade Linie ihre Lage ändert, wird ein 
Punct bestimmt, weil eine solche Lagen - Aenderuug als eine Drehung um einen bestimmten 
Punct angesehen werden kann; einer imendlich kleinen Drehung der umhüllenden geraden 
Linie entsprechen die Puncte der umhüllten Curve. Wir können hiernach bei einem ohne 
Singularitäten fortschreitenden Curven-Zweige, einem elliptischen oder hyperbolisdien Bogen 
zum Beispiel, die zwiefache Bestimmungsweise vereinigen : denn ein solcher Zwdg wiid zu- 
gleich von seinen Tangenten umhüllt und von den Berührungspuncten auf denselben besdirie- 
ben. Und hiermit gewinnen wir die folgende Anschauung von der allgemeinen Entstehung 
einer Curve: 

Wenn auf einer geraden Linie ein Punct continuirlich fortrückt, 
während die gerade Linie selbst um diesen Punct sich continuirlich 
dreht, wird ein und dieselbe Curve von jener geraden Linie umhüllt und 
von diesem Puncte beschrieben. 
Fig. I« 1. Wenn das sich Drehen der geraden Linie und das Fortrücken des Punctes disc4)ntinuir- 
lieh ist , so wird die Curve durch ein Polygon vertreten. Hierbei denken wir uns also eine 
gerade Linie AA und auf derselben einen Punct a^ um welchen diese gerade Linie sich um 
einen endlichen Winkel co dreht , so dass sie , nach der Drehung , die Lage A'A' einnimmt. 
Auf A'A' rückt der Punct a nach a fort und dann dreht sich die gerade Linie A'A' um den 
J^nnct « , und filllt, nachdem sie den Winkel cd' beschrieben hat , in A"A" ^ wonach der be^ 
. schreibende Punct auf der geraden Linie A" A" von a nach a" fortrückt ; dann drelit sich die 
gerade Linie A"A" um den Punct a\ und fällt, nachdem sie den Winkel cd" beschrieben 
hat, in A'"A"', wonach der beschreibende Punct von a' nach a" fortrückt, und so weiter« 

58i Wir k4Ninen die geometrischen Betrachtungen der vorigen Nummer leicht auf den 
analytischen Standpunct übertragen. Wenn wir eine ursprüngliche Lage der umhüllenden 
geraden Linie, und des beschreibenden Punctes auf ihr, annehme^, (eine Annahme, welche 
von drei Constanten abhängt,) so bestimmen wir dadurch die Lagt der Curve. Nennen 
wir hiernach den veränderlichen Winkel, welchen die umhüllende gerade Linie, in ihren suc- 
cessiven Lagen mit jener ursprünglichen Richtung bildet, x, und den Weg, welchen der be- 
schreibende Punct auf ihr zurückgelegt hat, a: so wird die Natur der Curve durch 
eine Gleichung zwischen x und o ausgedrückt. Diese Gleichung sei : 
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X « 9((7). (X) 

Es ist offenbar y dass a die Laage des Bogens der beschriebenen Curve darstellt. 

Wenn wir den Krflmraungshalbmesser in den verschiedenen Puncten der Curve q nennen, 

so hat man bekanntlich t~ == 9* Differentiiren wir hiernach die vorstehende Gleichung, und 

setzen, der Klinge halber: 

Aa 
so ergibt sich 2 

(> = ^W, (2) 

wonach die Curve, unabhängig von ihrer Lag^, durch eine Gleichung zwischen der Länge 
des Bogens und dem Krümmungshalbmesser ausgedrückt wird. Ebenso können wir auch 
die Curve durch eine Gleichung zwischen q undx ausdrücken; wir brauchen zu diesem Ende 
nur a zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) zu eliminiren. 

bQ. Wenn wir eine Curve, wie gewöhnlich, durch eine Gleichung zwischen linearen 
Punct • Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung eines Punctes 
beschrieben und können dabei auf die umhüllende gerade Linie unmittelbar keine Rücksicht* 
nehmen. Wenn wir andrerseits die Curve durch eine Gleichung zwischen linearen Linien- 
Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung einer geraden Linie 
umhüllt und können dabei auf den beschreibenden Punct unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. ^) 

Wenn man auf dem Umfange einer Curve einen Punct beliebig annimmt, so gibt es, im 
Allgemeinen, eine einzige Tangente der Curve in diesem Puncte, lind diese Tangente schneidet 
die Curve so, dass von den Durchschnitten zwei in dem angenommenen Puncte zusammenfallen. 
Und ebenso, wenn man eine Tangente der Curve beliebig annimmt, so gibt es auf dieser Taur 
gente, im Allgemeinen, einen einzigen ßerübrungspunct und von den Tangenten der Curve, 
welche durch diesen Punct geben, fallen zwei in die angenommene Tangeute zusammen. Aber 
hier hört die vollständige Uebereinstimmung in Beziehung auf die zwiefache Entstehuugsweise 
der Curven auf. Denn es gibt keine Curve, die durch eine Gleichung von einem höhern Grade 
zwischen Punct- Coordinaten dargestellt wird, von der Besdiaffenheit , dass man nicht: 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Puncten auf ihrem Umfange so 
auswählen kann , dass auf der Tangente in einem solchen Puncte drei Durchschnitte zusam- 
inenfallen ; 

2) dass nicht eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären geraden Linien zwei 
(reelle oder imaginäre) Zweige der Curve zugleich berühren. 

Und es gibt andrerseits keine Curve , welche durch eine Gleichung eines höhern Grades 
zvi'ischen Linien - Coordinaten dargestellt wird , von der Art , dass man nicht : 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Tangenten so auswählen kann^ 
dass von den Tangenten, welche von dem Berühruogspuncte aus an die Curve sich legen 
lassen, drei in eine so ausgewählte zusammenfallen ; 

2) dass nicht durch denselben reellen oder imaginären Punct zwei verschiedene , ent- 
weder reelle oder imaginäre. Zweige 4tr Curve gehen. 

Blit andern Worten also , es hat eine algebraische Curve , vorausgesetzt , daj^s sie von 
einer höhern Ordnung als der zweiten ist, im Allgemeinen entweder Wendungspuacte 
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(Rückkehr-Tangenten) und Doppeltangenten, oder Rttckkehrpuncte (Wendungs- 
Tangenten) und Doppelpuncte. Nor in untergeordnete« Fällen findet Beides zugieich 

Statt. 

Diese Betrachtungen führen zu der nicht unwichtigen Bemerkung , dass wir einseitig 
verfahren , wenn wir für die allgemeinen algebraischen Curven diejenigen nehmen , welche, 
wenn p und q beliebige lineare Punct - Coordinaten (gewöhnliche Parallel - Coordinaten, 
wenn wir wollen) bedeuten, und q> die allgemeine algebraische Function bezeichnet, durch 
die Gleichung: 

?^(q,p) = o, 

dargestellt werden. Denn warum soll eine Curve im Allgemeinen Doppeltangenten und 
keine Doppelpuncte, warum soll sie Rückkehr t an genten und keine Rückkehrpuncte 
haben ? Alles dreht sich um , wenn wir in der vorstehenden Gleichung die Punct-Coordina- 
ten mit Linien - Coordinaten vertauschen. Und fiberdiess, zwei reciproke Curven haben, 
eben weil ihre Beziehung zu einander eine ganz gegenseitige ist, und beide von einer glei- 
eben Anzahl von Constanten abhängen, gleichen Anspruch auf Allgemeinheit^ Warum sollen 
wir als Normal-Curven diejenigen betrachten, welche Doppeltangenten und Rückkehrtangen- 
ten haben, vorzugsweise von ihren reciproken Curven mit Doppelpuncten und Rückkehrpun- 
cten? Was für jene das Allgemeine ist, ist für diese ein Singuläres, und, umgekehrt, was 
für jene ein Singuläres ist , ist für diese das Allgemeine. 

54. Wenn eine voriiegende (Turve eine Doppeltangente hat, so ist diess nicht als eine 
Singularität zu betrachten , sobald wir uns die Curve durch einen Punct beschrieben denken ; 
eben so wenig kann es für eine Singularität gelten, wenn eine vorliegende Curve einen Dop- 
pelpunct hat, sobald wir uns die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhüllt 
denken. Eine Doppeltangente ist indess eine Singularität in der zweiten, ein Doppelpunct 
eine Singularität in der ersten Entstehungsweise. In dem erstgenannten Falle fallen zwei 
Lagen der umhüllenden geraden Linie , in dem andern Falle zwei Lagen des beschreibenden 
Punctes zusammen ; wodurch eine Particularisation bedingt tv^ird. Wenn wir aber die Curve 
in ihrer Entstehung betrachten, so sind weder bei der ersten, noch bei der zweiten Er- 
zeugungsweise Doppelpuncte und Doppeltangenten als Singularitäten anzusehen, denn , ob 
später der beschreibende Punct oder die umhüllende gerade Linie eine frühere Lage von 
Neuem einnimmt, kann dann nicht in Betracht kommen. EBemach begehen sich die S i n g u- 
laritäten im engern Sinne auf einen einzelnen Zweig, und diese wollen wir in die- 
sem Paragraphen näher ins Auge fassen. 

55. Nach der Anschauungsweise der 51. Nummer dreht sich die umhüllende gerade 
Linie, während zugleich der beschreibende Piinct sich fortbewegt. Es kann hiernach er- 
stens in der Fortbewegung des Punctes eine Singularität eintreten; es kann diess zwei- 
tens in der Drehnng der geraden Linie geschehen und endlich kann drittens Beides zu- 
gleich Statt finden. Diesem entsprechend erhalten wir drei Arten von Singularitäten in dem 
Laufe der entstehenden Curven. 

l)^Es kann der beschreibende Punct in seiner continuirlichen Bewegung eine Gränz- 
Lage erreichen und dann, was der gewOhnliehe Fall ist, nach entgegengesetzter Richtung 
sich fortbewegen. Bietet alsdann die Bewegung der umhtlllenden geraden Linie gleichzeitig 
keine Singularität dar, so erhält die entstehende Curve einen Rück k eh rpunct (eine 
Spitze) erster Art. Die umhüllende gerade Linie iritt hierbei, indem sie fortfährt, conti- 
nuirlich sich zu drehen , auf die entgegengesetzte Seite des Rückkehrpunctes hinüber. 

2) Es kann die umhüllende gerade Linie bei ihrer continuirlichen Drehung eine Gränz- 
Lage erreichen und dann , was der gewöhnliche Fall ist , in entgegengesetztem Sinne sich 



§. 3. Natur und Eaistehuog derselben. 203 

m drelien foitfiüireii'. Bietet alsdann das Fortrücken des beschreibenden PuncC^s .l^eina Sin* 
fl^laritat dar, sa erbäh die entstebende Ciurve eine Rückkebrtangente. Der bescbrei. 
bende Punet /wendet sich hierbei auf die entgegengesetzte Seite der Eückkehrtsuigente und 
wird et» Wendungspunct der Gurve. 

3) Wenn augieich die umhüllende gerade Linie in ihrer Drehung und der beschreibende 
Punct in seinem Fortrücken eine Gränz-Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche FaU 
ist, beide in entgegengesetztem Sinne sich weiter bewegen, so erhtlU die Curve eine Spitze 
zweiter Art. 

66. Wir wollen wiederum, um die vorstehenden Betrachtungen anschaulicher zu machen 
und zu ergänzen, die Curve durch ein Polygon ersetzen. 

In der Figur II, 1. ist die das Polygon umhüllende gerade Linie von der Lage AAo zu Fig. u, i. 
iet Lage A'A'o fortgerüd^t, indem sie immer in demselben Sinne sich gedreht hat, so dass 
die Erstreckimg von A nach Ao der Erstreckung von A' nach A^a entspricht. Der beschreib, 
bende Pnnct aber ist, indem er nach einander die Lagen «s, aj, ai und u angenommen hat, 
auf der umhüllenden geraden Linie von A nach Ao fortgerückt, hat in a die Richtung seiner 
Bewegung umgekehrt und dann nach einander, von Aq nach A fortrückend^ die Lagen a\ 
a\ a^ eingenommen. Wenn dfe Bewegung des Punctes in eine continuirliche übergeht, so 
gebt die Geschwindigkeit desselben , indem er die Richtung seiner Bewegung umkehrt, durch 
Null hindurch. Hiernach nehmen die Elementar-Seiten des Polygons «302, a^ai^ aia bis zum 
Puncte a immer mehr ah. bi diesem Puncto verschwindet ihre Länge gegen die Länge der 
frühem Seiten, lieber diesen Punct hinaus wächst ihre Länge wieder. Da während dessen 
die Aenderung der Richtung der Polygon-Seiten mit den frühern Aenderungeu derselben im- 
m^r vergleichbar bleibt^ so ist klar, dass der Krümmungshalbmesser in dem Puncte a, der 
eine Spitze erster .Art wird, verschwindet. 

Wenn die umhüllende gerade Linie, wie in dem eben betrachteten Falle, immer indem- Fig. inj. 
selben Sinne von der Lage AAo nach der Lage A'A sich fortbewegt und der beschreibende 
Punct, auf ihr nach derselben Richtung fortrückend, nach einander die Lagen u^ a.^, aj, a^ 
einnimmt, dann seine Richtung umkehrend die Polygon- Seite a^a^ durchläuft, in ao seine 
Richtung wiederum umkehrt , und in demselben Sinne als ursprünglich fortrückend , nach 
einander die Lagen a\ u\ a^ einnimmt, so entsteht die Polygon -Form der Figur III, 1. 
Geht die Bewegung in eine continuirliche über, so werden die an a^^u^^ anstossenden Elemen- 
tar-Seiten des Polygons unendlich kleine Grössen der zweiten Ordnung. Der Iwrümmungs- 
halbmesser wird dadurch ein unendlich Kleines derselben Ordnung. Die Zuckung des be- . 
schreibenden Punctes ist unendlich klein und , indem ihre Spur dem Auge entgeht , verwan- 
delt sich das Polygon in einen nach demselbra Sinne gekrümmten Bogen einer Curve. 

Aendert der beschreibende Punct dreimal nach einander die Richtung seines Fortrückens, 
während die umhüllende gerade Linie contiuuirlich sich dreht, so entsteht, indem der Punct 
zuletzt die, der ursprünglichen entgegengesetzte, Richtung behält, ein Polygon, welches , zu 
beiden Seiten der entsprechenden Singularität, die eonvexen Seiten einander »zukehrt Wird 
die Bewegung des Punctes eine contfaiuirliche , so werden die Elementar-Seiten des Polygons 
unendlich kleine Grössen der dritten Ordnung. Von denselben Ordnung ist akdaun der Krüm- 
mungshalbmesser. Die Curve, ui welche alsdann das P#lygon übergeht, bildet, indem von 
den Zuckungen des beschreibenden Punctes für . das Auge jede Spur verschwindet ,. eine 
Spitze erster Art. 

Ueberhaupt entsteht, wenn die umhüllende gerade Linie immer in demseU 
ben Sinne sich fortdreht, während der beschreibende Punct n Mal, nach einander 
seine Bewegung ändert, ein Polygon, dessen Zweige, vor und nach der Sifignlarität entiyeder 
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ihre beiden concaven oder ihre beiden convexen Seiten einander zakdnren, je naeUem 
n entweder eine gerade oder ungrerade Zahl bedeutet Diesem entspridit, wenn die BeWe» 
gnng eine continuirliche wird, eine Curve, die einen singulären Punct hat, in welchem der 
Krümmungshalbmesser ein unendlich Kleines von der n. Ordnung ist Die Curve bietet in 
dem eisten Falle dem Auge keine Singularität dar, während sie, in dem zweiten Falle, eine 
Spitze erster Art bildet. 

l'ig- 1,2. 57. Wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden geraden Linie immer nack 
derselben Richtung fortrückt, diese gerade Linie aber von der ursprünglichen LageA.A, bis 
zur Lage AA in demselben Sinne, dann aber von AA bis A'A' in entgegengesetztem Sinne 
sich dreht , so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (I, 2.). Wird die Bewegung eine 
continuirliche, so geht die Grösse der Drehung, indem diese ihren Sinn ändo't, durch Null 
hindurch; Während die Elementar-Seiten der Curve mit den frühem und spätem vergleich« 
bar bleiben , werden an AA die Contingenz- Winkel m gegen die frühern wid spätem unend- 
lich klein. Es wird der Krümmungshalbmesser unendlich gross. AA wird eine Rüdücehr- 
tangente, der Berührungspunct auf ihr ein Wenduugspunct der Curve. 

Fig. I, 3. Wenn die umhüllende gerade Linie zweimal nacheinander den Sinn ihrer Drehung än- 
dert , in AqAo und A^A^^ , so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (I, 3.), wobei die bei- 
den Polygon - Zweige vor und nach der Singularität ihre concaven Seiten einander zukelu 
ren , wie wenn keine Singularität vorhanden wäre. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so wird der Contingenz-Winkel auf der singulären geraden Linie ein unendlich Kleines der 
dritten Ordnung, mithin der Krümmungshalbmesser ein unendlich Grosses der zweiten Ord« 
nung. Weil die Oscillationen der umhüllenden geraden Linie unendlich klein werden, ver- 
liert das Auge die Spur der Singularität. 

Aendert die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung, 
während der beschreibende Punct continuirlich fortrückt , so ist vor und nach der Singulari- 
tät der Sinn der Drehung entgegengesetzt Wird die Bewegung eine continuirliche, so er- 
hält die entstehende Curve einen Wendungspunct nnd in demselben ist der Krttmmungshalb. 
messer ein unendlich Grosses der dritten Ordnung. 

Ueberbaupt entsteht, wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden 
geraden Linie immer nach derselben Richtung sich fortbewegt, während 
diese n Mal nach einander den Sinn ihrer Drehung ändert, ein Polygon, dessen Zweige vor 
nnd nach der Singularität entweder in demselben oder iuNentgegengesetztem Sinne gekehrt sind, 
je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet Geht das Polygon in eine Curve 
über, so hat diese eine singulare gerade Linie, auf welcher der Krümmungshalbmesser ein 
unendlich Grosses der n. Ordnung ist Die Curve bietet entweder dem Auge keine Singula- 
rität dar , oder sie hat einen Wendungspunct, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl 
bedeutet 

Fig. 11, 2. 58. Wenn die umhüllende gerade Linie, von ihrer ursprünglichen Lage A,A, aus, nach 
A'A' fortrückend , indem sie die Lage AA einnimmt , den Sinn ihrer Drehung ändert , wäh- 
rend zugleich der besdireibende Punct von «3 bis a nadi derselben Richtung fortrückt, dann in 
a auf AA seine Richtung ändert, und endlich nach entgegengesetzter Richtung fortrückt: so 
entsteht ein Polygon (Fig. II, 2.) , das zwei solche Zweige hat, die in a, wo sie zusammen- 
stossen, die convexen Seiten einander zukehren. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so werden die Elementar - Seiten sowohl als die Contingenz- Winkel unendlich kleine Grössen 
der zweiten Ordnung, bleiben dabei aber mit einander gegenseitig vergleichbar. Folglich 
ist der Krümmungs-Halbmesser endlich. Die Curve bildet eine Spitze zweiter Art 
Wenn die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung und 
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jniglekh der besebreibende Pimct dreimal naeb einander die Ricbtan|[ seines ForCscbreitens ändert, 
so entstebt eine ähnlicbe Polygon -Form* Wie vorbin , bebalt die entsprecbende Curve einen 
endlicben Krttnunungsbalbmesser, weil die Elementar - Seiten und Contingenx- Winkel, als 
nnendlicb kleine Grössen der dritten Ordnung, unter einander rergleicbbar bleiben. Sie bat 
wiederum eine Spitse zweiter Art 

Wenn die umbtillende gerade Linie dreimal naeb einander* den Sinn ibrer Drebung undpig II,4.^IV,2. 
sugleicb der besebreibende Punct einmal die Ricbtung seines Fortscbreitens^ ändert, so ent- 
stebt die Polygon-Form der Figur (II, 4.) ; ändert jene den Sinn ibrer Drebung einmal , wäb- 
rend dieser dreimal auf seinem Wege umkebrt, so entstebt die Polygon -Form der Hgur 
(IV, 2.). In beiden Fällen bat die Curve eine Spitze zweiter Art, mit dem ünterscbiede je- 
docb, dass einmal der Krümmungshalbmesser nnendlicb gross, das andere Mal nnendlicb 
klein ist 

50. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen FaDe, dass zugleicb eine (m-— l)malige 
Drebungs-Aenderung der umhüllenden geraden Linie und eine (it— l)malige Umkebrung in 
der Bewegung des beschreibenden Punctes Statt findet Wir gelangen alsdann leicht zu der 
nachstehenden vierfachen Unterscheidung: 

1) Wenn m und n btide ungerade Zahlen bedeuten^ sd verbirgt sich die Sin- 
gularität dem Auge. 

2) Wenn m eine ungerade und n eine gerade Zahl bedeutet, so. bildet die Curve eine 
Spitze erster Art 

3) Wenn m eine gerade und n eine ungerade Zahl bedeutet, so bat die Curve eine 
Wendung. 

4) Wenn m und n beide gerade Zahlen bedeuten, so bildet die Curve eine Spitze 
zweiter Art 

In allen diesen Fällen ist der Krümmungshalbmesser der Curve in dem fkaglicben Pun- 
cte unendlich gross oder unendlich klein, je nachdem m grösser oder kleiner ids ft ist 

60. Wir wollen die in der vorigen Nummer betrachteten Singularitäten als Singula- 
ritäten der n. Ordnung und der m. Classe bezeichnen, so dass, wenn n=sl, das 
Singulare in der Bewegung des beschreibenden Punctes und , wenn m^l , das Singulare in 
der Bewegung der umhüllenden geraden Linie wegfällt Die Singularität ist eine maskirte, 
wennm und »ungerade Zahlen bedeutoi. Jede Spitze erster Art ist eine Singularität 
von gerader Ordnung und ungerader Classe. Jede Wendung der Curve ist eine Singula- 
rität von ungerader Ordnung und gerader Classe. Jede Spitze zweiter Art ist eine 
Singularität von gerader (hrdnung und gerader Classe. In allen diesen Fällen ist der Krüm- 
mungshalbmesser unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem die Classe oder die (hrd- 
nung der Singularität eine höhere ist 

61. Um die letzten Entwicklungen analytisch darzustellen, wollen wir den Begriff der 
Zeit einführen und diese durch r bezeichnen. Alsdann erhalten wir, um die fortschreitende 
Bewegung des Punctes auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

a = (I>(r), 

)ind um die Drehung der geraden Linie auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

Differentiiren wir die vorstehenden beiden Gleichungen, so kommt: 



T. ' "W. 5 = '^«> 



mithin: 
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_ ila _ <DVo 
^ ~ dx "■ V'lty 
Also, in Worten ausgedrückt: 

Der Krümmungshalbmesser einer Curve ist gleich dem Quotienten, 
den man erhält, wenn man die Geschwindigkeit des beschreibenden 
Punctes durch die Winkel. Geschwindigkeit der umhflilenden geraden 
Linie dividirt. 

Wir kOnnai t als unabhängige veränderliche Grösse und demnach dr als -constant be- 
trachten. Wenn dann für irgend einen Werth von t einer der beiden Differential - Quo- 
tienten — und -Y- verschwindet, oder wenn beide zugleich verschwinden, so erhält die Curve 
dr dr ' ® 

eine Singularität. Wenn, für den besondem Werth von t, die ersten nicht verschwinden- 
den Differential -Quotienten der beiden Functionen a und x die folgenden beiden sind: 

d"cr , d'"cr 
j— und 3-- , 
dr« dT"* 

so ist die fragliche Singularität von der n. Ordnung und der m. Classe, und also, in lieber- 

einstimmung mit der 59. Nummer, g so lange unendlich gross oder unendlich kJdn, als 

nicht n-m. In diesem Falle ergibt sich für q der endliche Werth: 

d"a)(r) 

drn 

^ ■" d^(r)' 

dl" 

Wenn m>ft, so ist ^ in Beziehung auf t unendlich gross und von der Ordnung (m— n). 

In Beziehung auf a beträgt diese Ordnung daher •-^^^^. Wenn hingegen n>m so ist ^, in 
Beziehung auf «r, ein unendlich Kleines von der Ordnung . *) 



*) In zwei verschiedenen Schriften, die gleichzeitig und unabhängig von einander erschienen sind, i^t 
die Entstehung und analytische Darstellung der Curven auf eine Art ' betrachtet worden, die mit 
der im Texte entwickelten Anschanangsweise im Wesentlichen übereinstimmt. 

Nene Cunrenlehre» Grundzuge einer Umgestaltung der hohem Geometrie durch ihre ur- 
sprüngliche analytische Methode. Von Adolf Peters. 1835. 

Novae theoriae linearum curvarum originariae et vere scientificae specimina quinque prima. 
Auct. C. C. F. Krause. Edidit Schröder. 1S35. 

Der vorstehende Paragraph ist unabhängig von diesen beiden Schriften niedergeschrieben wor- 
den ; nur in die erste derselben habe ich, in Folge einer zufälligen gütigen Mittiieilung, im Augen- 
blicke des Druckes dieses Paragraphen einen Blick geworfen. Das Sachliche, was diese Schrift 
enthält, scheint mir nicht eigentlich neu, weil schon vor einer Reihe von Jahren H. Gergonne 
in den „Annales de math^matlques*' seine Untersuchungen , wie man eine Curve, unabhängig von 
ihrer Lage, darstellen kann, mitgetheilt hat. Was das Formelle betrifft, so verkenne ich keines- 
weges , dass , bei dem Auffinden von etwas Neuem , ein namhafter Unterschied darin liegt, ob man 
die Wichtigkeit des Aufgefundenen erkennt oder nidiL Ueber diese Wichtigkeit selbst aber kann 
ich die Ansicht des Verfassers einstweilen nicht theilen. 

Eine der schönsten Em-eiterungen der neuem Geometrie beruht auf der Unterscheidung, dass 
wir uns eine Curve einmal bloss durch die Bewegung eines Punctes, das andere Mal bloss durch 
die Bewegung einer geraden Linie beschrieben denken können. Einmal brauchen wir, um zum 
Begriff einer Curve zu gelangen, durchaus nicht den Begriff einer geraden Linie (wenn ein, den 
Punct vertretender, Stift die Curve zeichnet); das andere Maf brauchen wir hierzu durchaus nicht 
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Bi. Ia 2wei reciproken Curven entspreclieii SiogulariUlteii sich in 4er Art, dtss 
(was ans den vorhergehenden Betrachtungen unmittelbar folgt) eine Singularität der it. Ord. 
nung und der m. Classe , einer der beiden Curven eine Singularität der m. Ordnung und der 
fi. Classe der andern Cun^e bedingt. Also entsprechen sich gegenseitig: 

1) arwei Spitzen zweiter Art; 

2) zwei Zweige, deren jeder nur in einem einzigen Sinne sich krümmt und dem 
Auge keine Singularität darbietet, wenn m und n beide ungerade sind. Das Product der 
beiden Krümmungshalbmesser in soldien zwei sich entsprechenden singulären Puncten ist 
einer endlichen Grösse gleich; 

3) eine Spitze erster Art und ein Wendungspunct, wenn von den beiden Zahlen m 
und II eine gerade und die andere ungerade ist Wenn der Krünunungshalbmesser für die 
erstere unendlich klein' ist, so ist er für die letztere unendlich gross und umgekehrt Das 
Product zweier solchen Krümmungshalbmesser ist immer einer endlichen Grösse gleich. — 

Geffeueltiire Bexlehiuiir <ler slniptllireit Pnncte und alniralttreii nr^radeit EilnleBi 

SU einander* Oeaetse, nacli ^relcken, bei al^ebraisehen Curven, die AnBabl von 

Jenen durdt die Anxalil von diesen , und^um^ekeiurt, bestimmt ist* 

63. Das Princip der Reciprocität gibt unerwartete Aufschlüsse über die Theorie der 
singulären Puncte. Diejenigen Resultate, welche ich hierüber bereits mitgetheilt habe*), 
Mill ich in der gegenwärtigen Nummer summarisch zusammenfassen, und dann denselben Ge- 
genstand nach allen Seiten hin vollständig discutiren. 

Es lassen sich bekanntlich an eine Curve der n. Ordnung Sia durch einen gegebenen 
Punct oder auch parallel mit einer gegebenen geraden Linie, im Allgemeinen, nin — 1) Tan- 
genten legen. Die Ordnung der Polar- Curve iia, oder, Mcnn wir lieber wollen, die Classe 



den Begriffeines Panctes (wenn ein^ die gerade Linie vertretendes^ Lineal, indem es im Sande 
continuirlich sich bewegt und diesen fortschiebt, eine Curve bildet). Das Princip der Reciprocität 
ist das Band , welches diese doppelte Auffassungsweise verknüpft. Um die Lage und die Bewegung 
eines Punctes auszudrücken, brauchen wir irgend ein festes, beliebig anzunehmendes Coordinaten- 
System, auf welches Alles bezogen werden muss, und somit ist in der analytischen Darstellung einer 
Curve zugleich ihre eigentliche Natur und ihre Lage ausgedrückt. Dasselbe gilt, wenn wir die Lage 
und Bewegung einer geraden Linie bestimben wollen. Es ist ein Vorlheil dabei, wenn wir in 
der Gleichung der Curven nicht bloss ihre Natur, sondern zugleich auch ihre Lage erkennen kön- 
nen : sobald nur jedes unabhängig für sich geschehen kann und eines das an- 
dere nicht stört Dieses wird durch unsere Methode vollständig erreicht und hierin liegt das, 
was sie von der gewöhnlichen Coordinaten - Methode unterscheidet 

Wenn wir bei der Entstehung einer Curve sogleich die umhüllende gerade Linie und den 
beschreibenden Punct ins Auge fassen, so können wir di« Drehung der geraden Linie als eine Fun- 
ction des Fortschreitens des Punctes betrachten und erhalten «Isdann, gleichsam als Corollarium, 
die Auffassungsweise des vorstehenden Testes. 

Es knüpfen sich an diesen Gegenstand Fragen an, welche ein besonderes Interesse gewähren, 
die ich aber weiter nicht berühre, weil ich sie hier nicht erschöpfend behandeln kann. Das Dis- 
conti nu i rl iche , was beim Uebergange von einer der beiden coordinirten Haupt - Entstehungsarien 
einer Cur\'e zu der der andern Statt findet , besteht natürlich auch beim Uebergange zu der inter- 
mediären Entstehungsweise. 
*) System , 298 und 330. 
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itr gegebenen Curve , die wir als die m. bezeichnen wollen , ist biernach , in Allgemeinen^ 
durch folgende Gleichung bestimmt : 

m = n(n — 1). 
Die Polar -Curve S2m ist aber^ wenn wir uns dieselbe als von einem Puncte beschrieben 
(durch eine Gleichung zwischen gewöhnlichen Punct - Coordinaten dargestellt) denken, von 
einer besondem Art Sie hat, was bei einer solchen Curve, im Allgemeinen, nicht Statt 
findet, eine gCM'isse Anzahl von Doppelpuncten und Spitzen, bezüglich gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten und Wendungen der gegebenen Curve üa , welche als die allgemeine 
Curve der il Ordnung Singularitäten in Beziehung auf die umhüllende gerade Linie hat (51). 
Ich habe allgemein am angeführten Orte bewiesen, dass eine gegebene Curve der n. Ordnung 
im Allgemeinen, Snin — 2) Wendungen hat und hieraus geschlossen, dass dieselbe |ii(r*2)(»^-9) 
Doppeltangenten haben muss. Es hat also die Polar^-Curve, im Allgemeinen, Snin — ^2) Spitzen 
und Inin — 2)(ii^ — 9) Doppdpuncte. Die reciproke Polar -Curve ist die gegebene, um ihre 
Ordnung durch die Ordnung der ersten Polar-Curve zu bestimmen , müssen wir auf diQ sin- 
gulären Puncte dieser letztern Rücksicht nehmen. 

Wenn nemlich eine Curve der m. Ordnung einen Doppelpunct hat, so fallen von den 
m(m — 1) Tangenten, welche von einem gegebenen Puncte sich im Allgemeinen an die Curve 
legen lassen, zwei in diejenige gerade Linie zusammen, < welche den gegebenen Punct mit 
dem Doppelpuncte verbindet. Diese hören auf Tangenten im engern Sinne zu sein, weil sie 
nicht mehr Lagen der umliüllenden geraden Linie bezeichnen. Sind u Doppelpuncte zugleich 
vorhanden, so reducirt sich die obige Anzahl der eigentlichen Tangenten um 2u Einheiten, 
und um eine gleiche Anzahl von Einheiten reducirt sich die Ordnung der Polar-Curve. 
Wenn die Curve m. Ordnung eine Spitze hat, so fallen drei der mOn — 1) Tangenten in die- 
jenige gerade Linie zusammen, welche durch den gegebenen Puuct und die Spitze geht, 
wonach die Anzahl der eigentlichen Tangenten sich um drei Einheiten reducirt Diese Re- 
duction beträgt also, wenn v Spitzen zugleich da sind, 3r Einheiten. Folglich ist«, wenn 
eine Curve m. Ordnung u Doppelpuncte und v Spitzen hat, die Ordnung ihrer Polar-Curve 

m(TO— 1) i— 2« — 3r. 
Wenn wir also die reciproke Curve der ersten Polar-Curve Qa bestimmen, wobei wir auf 
die gegebene Curve £ia j die von der n. Ordnung ist, zurückkommen, so ergibt sich: 

n = toC»— 1) — 2« — 3r, 
Diese Gleichung geht, wenn wir: 

m = 11(11—1), V = 3ii(ii— 2), II = Jii(ii— 2)(ii^— 9) 

setzen, in eine identische über. Auf diesem Wege haben wir den Werth von u bestimmt 

64. Ich habe endlich bereits schon nachgewiesen, dass, wenn durch eine allmählige 
Constanten- Aenderung, eine Curve efnen Doppelpunct erhält, sie dadurch sechs ihrer 
Wendungspuncte verliert ; dasis diese alle sechs imaginär oder dass zwei derselben reell oder 
vier imaginär sind, je nachdem der entstehende Doppelpunct ein conjugirter Punct, oder ein 
Durchschnitt zweier reellen Zweige ist; dass endlich, wenn die Curve eine Spitze erhält, 
acht ihrer Wendungspuncte, von welchen sechs imaginär sind, wegfallen.^) Wenn wir 
hiernach die Anzahl der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung iia oder 
die Anzahl der Spitzen ihrer Polar-Curve .Qm durch v bezeichnen, so kommt, wenil die ge- 
gebene Curve X Doppelpuncte und y Spitzen hat : 

r = 3}i(ii— 2) — 6x — 8y. 



*) Was in der 300. Nummer des Systems zunächst für den Fall der Curven dritter Ordnung bewiesen 
worden ist , gilt oiTeubar bei Curven jeder beliebigen Ordnung. 
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65. Wenn eine Curve der n. Ordnung einen Doppelpunct hat, so vermindert sick die 
Anzahl ihrer Doppeltangenten , um die doppelte AnssM. derjenigen Tangenten, welche, von 
dem Doppelpuncte aus, an die Curve sich legen lassen. Denn jede solche Tangente ist keine 
eigentliche Doppeltangente mehr; es fallen auf ihr zwar zweimal zwei Durchschnittspuncte 
mit der Curve , wenn wir uns dieselbe durch einen Punct beschrieben denken , zusammen, 
aber nicht mit ihr zwei umhüllende Tangenten der Curve. Wir müssen die Anzahl solcher 
Tangenten deshalb doppelt in Anschlag bringen, weil die durch einen Doppelpunct gehen^ 
deii Tangenten überhaupt doppelt gezählt werden müssen; wovon wir die unmittelbare An- 
schauung gewinnen, wenn wir einen Doppelpunct, je nachdem er ein isolirter Punct oder 
ein Durchschnitt reeller Zweige ist , uns als ein verschwindendes Oval oder als zwei ihren 
gemeinschaftlichen Asymptoten immer näher rückenden II}7>erbel - Zweige denken. 

Die analytische Bestimmung der Anzahl derjenigen Tangenten, welche, von dem Dop- 
pelpuncte aus, an die Curve sich legen lassen, bietet keine Schwierigkeit dar. Dm zuvör- 
derst auszudrücken, dass eine Curve der it. Ordnung einen Doppelpunct habe und dass die- 
ser Doppelpunct in den Durchschnitt zweier gegebenen geraden Linien P und Q falle, ergibt 
sich die folgende Form: 

-2 + ^S's + • • • + -t. = 0. (1) 

Wir bezeichnen hiert»ei, wie wir es schon in einem frühem Paragraphen gethan haben, die 
allgemeine homogene Function irgend eines m. Grades zwischen den beiden linearen Functio- 
nen p und q: 

der Kürze wegen durch 3n. Es stellt alsdann die Gleichung: 

^2 = 0, 

das System der beiden Tangenten des Doppelpunctes dar, und diese können sowohl reell als 
als auch imaginär sein. Im ersten Falle schneiden sich im Doppelpuncte zwei reelle Zweige 
der Curve, in dem z\^'eiten ist er ein conjugirter Punct derselben. Die Gleichung (1) hat 
zwei überzählige Constanten, welche auf die willkührlichc Richtung der beiden geraden Linien 
P und Q kommen. Wenn wir 2^2 = pq setzen, so sind diese beiden geraden Linien die bei- 
den Tangenten des Doppelpunctes und dann reduciren sich die Constanten auf die gerade 

nothwendigen ( !!^ "~ ^ )• ^^^ wollen hier indess die Form der Gleichung (1) mit zwei 

überzähligen Constanten beibehalten. Für die Puncte jeder geraden Linie, welche durch den 
fraglichen Doppelpunct, den Durchschnitt von P und Q geht, ist: 

pdq =^ qdp. 
Differenüiren wir mit Bezugnahme hierauf die Gleichung CD 9 so kommt: 

/d-^, d-^", \ /d^a . d^3 «\_^ _./<•-« * d-n \ 

(d;r''-'dp-V-'(dT'^"'^ V-*-^ --^ 

Diese Gleichung muss für die Beruh rungspuncte auf den, durch den Doppelpunct gehenden, 
Tangenten befriedigt werden. Es ist aber, nach dem bekannten Theorem über homogene 
Functionen, überhaupt: 

~- — • q + — jj— • p = m-2m , 
dq ^ dp '^ 

wonach die letzte Gleichung in die folgende übergeht: 

3:5*3 + 3^3 + • • • + -:^n = 0, 

und wenn wir sie mit der Gleichung (1) zusammenstellen, zu der nachstehenden führt: 

(n-2)2;j + (n'-3)^3 + • + -n-i = 0. ^ (2) 

Zur Bestimmung der fraglichen Berührungspuncte erhalten wir also die beiden Gleichungen 

27 
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tl) und (2), von welchen die erste vom n. und die zweite vom (ii-*-l). Grade ist. 
Beide haben dieselbe Form und beide stellen eine Curve dar , die ienseiben Doppelpunct und 
in diesem dieselben beiden geraden Linien zu Tangenten haben. Die Anisahl der Durch- 
schnitte der beiden Curven beträgt n(u— i), von diesen fallen aber sechs auf die gemein- 
samen Tangenten des gemeinschaftlichen Doppelpunctes zusammen. Diese kommen bei der 
Bestimmung der durch den Doppelpunct gehenden Tangenten nicht in Betracht, so dass deren 
Alizahlsich auf (n(n— 1) — 6) reducirt. Also vermindert sich die Anzahl der Doppdtangen- 
ten der gegebenen Curve, des Doppelpunctes wegen, um 

2(ii(«~l) — 6) 
Einheiten. 

66. Die analytischen Entwicklungen der vorigen Nummer bestehen auch dann, wenn die 

Curve (1) , statt des gewöhnlichen Doppelpunctes eine Spitze erster Art hat. Dann hat auch 

die Curve (2) eine solche Spitze, und die beiden Curven schneiden sich , wenn wir von den 

in der gemeinsamen Spitze zusammenfallenden Durchschnittspuncten absehen, in so vielen Puncten 

als in dem allgemeinen Falle. Es lassen sich , wenn eine Curve der n. Ordnung eine Spitze 

hat , auch von dieser aus , an die Curve (n(ii— 1) — 6) Tangenten legen. Da aber , wenn 

wir eine durch einen solchen Punct gehende gerade Linie als eine (Pseudo-) Tangente be- 

trachten, diese eine dreifache ist, so reducirt sich die Anzahl der Doppeltangenten einer 

Curve der n. Ordnung , die eine gewöhnliche Spitze erster Art hat, dieser Spitze wegen, um 

3(11(11—1) — 6) 
Einheiten. 

67. Wenn eine Curve der n. Ordnung x Doppelpuncte bat, so erhalten wir als Redu- 
ction der Anzahl ihrer Dppeltangenten 2x(r(ii-'1) — 6) weniger der Anzahl der gemein- 

schaftlichen (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppel jpuncte^ also weniger 4- ' — ■. Die 

fragliche Reduction beträgt hiernach: 

2x(n(n— 1) — 6) — 2arCx— 1). 
Wenn eine Curve der n. Ordnung y Spitzen hat, so erhalten wir als Reduction der An- 
zahl ihrer Dopeltangenten Syin(n--1') — 6) , weniger der Anzahl der gemeinschaftlichen 

(Pseudo-) Tangenten je zweier Rückkehrpuncte , also weniger Ö-^ ; ~- . Die fragliche 

Reduction beträgt hiemach: 

SyinCn—l^ — 6) — §y(y— 1). 

Wenn eine Curve der n. Ordnung zugleich x Doppelpuncte und y Spitzen hat, so er- 
halten wir, als Reduction in der Anzahl ihrer Doppeltangenten, (2x+3y)(ii(ii— 1) — 6) we- 
niger der Anzahl der gemeinschaftlichen (Pseudo-) Tangeuten je zweier Doppelpuncte, nem- 
lich 2x(x — 1), je zweier Spitzen, nemlich iy(y—t) und jedes Doppelpunctes und jeder 
Spitze , nemlich 6xy. Diese vollständige Reduction beträgt also : 

(2x-i-3y)(w(n— 1) — 6) — 2x(x— 1) — lyiy—t) — €xy. 

Wenn wir also hiernach die Anzahl der übrigbleibenden Doppeltangenten durch u be^ 
zeichnen, so kommt: 

u = 5n(n— 2)(n2— 9) — (2xH-a^)(ii(n— 1) — 6) + 2x(x— 1) + iy(y—l) + 6xy. 

68. Wir wollen , der leichtem Uebersicht M'egen , die Resultate der letzten Nummern 
zusammenstellen. Es bezeichne: 

n die Ordnung einer gegebenen Curve und also die Classe ihrer Polar -Curve; oder 
die Anzahl der Puncto, in welchen die gegebene Curve von einer gegebenen geraden^ Linie 
geschnitten wird und also die Anzahl derjenigen umhüllenden Tangenten der Polar -Curve, 
welche durch einen gegebenen Punct gehen; 



S* 4* Gegenseitige Beziehung derselben. 211 

m die Classe der gegebenen Curve und also die Ordnung ihrer Polar -Curve; oder 
auch die Anzahl der umhüllenden Tangenten der gegebenen Curve , welche durch einen 
gegebenen Punct gehen und also die Anzahl der Durchschnittopuncte einer gegebenen geraden 
Linie mit der Polar -Curve; 

tr die Anzahl der Wendungspuncte der gegebenen Curve und also die Anzahl der Spitzen 
ihrer Polar -Curve; 

u die Anzahl der Doppeltangenten der gegebenen und also der Doppelpuncte ihrer Po- 
lar - Curve ; 

jf die Anzahl der Spitzen der gegebenen Curve und aiso der Wendungspuncte ihrer 
Polar - Curve ; 

X die Anzahl der Doppelpuncte der gegebenen Curve und also der Doppeltangenten 
ihrer Polar- Curve. 

Alsdann bestehen die folgenden, durch das Princip der Reciprocität paanieise mit ein- 
ander verknüpften, Gleichungen: 

m= ii(iir-l) — 2x — 3y, (1) 

n = mCwi— 1) — 2« — Sr, (2) 

r = 3ii(ii— 2) — 6ar — 8y, (3) 

y = 3»t(m— 2) — 6u — 8r, (4) 

u = JwCii— 2)(i|2— 9) — (2x+3y)(n(ii— 1)— 6) + 2x(x— 1) + iy^y—1^ + €xtf, (5) 
X = im(m— 2)C»i2— 9) — (2tt4-3r)(iiifm— 1)— 6) + 2i/(u- 1) + ir(i;— 1) + €uv. (6) 
Diese sechs Gleichungen sind keinesweges von einander unabhängig. Wenn wir die 
beiden Gleichungen (1) und (2) mit 3 multipliciren und dann addiren, so erbalten wir das- 
selbe Resultat , als wenn wir die beiden Gleichungen (3) und (4) addiren. Wenn wir ferner 
den Werth von m aus der Gleichung (1) nehmen und ihn in (2) einsetzen, so kommt: 

n = (»(»—1) — 2x — ^y — C»(»— 1) — 2x— 3y) — 2u — 3i? , 
und diese Gleichung wird eine identische, wenn wir aus (3) und (5) die Werthe von v und 
u nehmen. Und ebenso endlich, wie die Gleichungen (1), (2), (3) und (5) sind auch die 
Gleichungen (2), (1), (4) und (6) in der Art von einander abhängig, dass drei derselben die 
vierte bedingen. Wir sehen hieraus insbesondere, dass die vorstehenden Gleichungen alle sechs 
bloss ans den drei ersten hen'orgehen, worin zugleich ein neuer Beweis für die Richtigkeit 
der beiden letzten Gleichungen liegt. 

€9. Die Resultate der vorigen Nummer erklären die paradox scheinende Reduction der 
Ordnung der rec^roken. Polar -Curve auch in dem Falle vollständig, wo die gegebene Curve 
Doppelpuncte und Spitzen hat. Wir wollen uns hier auf ein Beispiel beschränken , und als 
solches eine Curve der 7. Ordnung mit drei Doppelpuncten und vier Spitzen nehmen. Im 
Allgemeinen hat eine Curve dieser Ordnung 105 Wendungspuncte, welche sich im vorliegen- 
den Falle indess, der am Doppelpuncte wegen, um 3.6^ 18, und der vier Spitzen wegen, 
um 4.8^32 reduciren, so dass die Curve nur noch 55 behält. Eine Curve der 7. Ordnung 
hat ferner, im Allgemeinen, 700 Doppeltangenten, von diesen fallen, ihrer drei Doppelpuncte 
und vier Spitzen wegen, 18.36 — 6.2 — 9.6— 6.12 = 510 fort, wonach nur 190 
übrig bleiben. Die Ordnung der Polar - Curve ist im Allgemeinen 7 . 6 = 42 , reducirt sich 
aber hier , der drei Doppelpuncte der gebliebenen Curve wegen , um 6 und , der vier Spitzen 
wegen , um 12 Einheiten , so dass sie auf 24 heruutersinkt^ Diese Polar - Curve hat 55 
Spitzen und 190 Doppelpuncte. Die Ordnung der reciprokeu Polar -Curve, wäre, wenn diese 
Spitzen und Doppelpuncte nicht da wären, 24 < 23 = 552, reducirt sich nun aber um 
2.190-4-3.55 = 545, also auf 7, was wirklich die Ordnung der ursprünglich gegebenen 
Curve war. — 
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70. Wenn wir auf bdden Seiten der Gleichung (1) n sbsidten Hni daiin mit 3 muUi- 
pliciren ^ so kommt : 

8(«i— n) = SiiCn— 2) — ex — fly , 
aber nach (3) ist: 

V -^ y ^ 3ii(ii— 2) ~ 6x — 9!fy 
und somit ergibt sich: 

m — « = }(r— y). (7) 

Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, von einem gege- 
benen Puncte aus, an eine algebraische Curve sich legen lassen und der 
Anzahl der Puncte, in welchen dieselbe Curve von einer gegebenen ge- 
raden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Theile des Unter- 
schieds der Anzahl der Wendungspuncte und Spitzen eben dieser Curve. 

71. Wenn wir die beiden Oleichuugen (1) und (2) von einander abzidien, so kommt : 

9ft^ — »2 ^ 2(1« -a:) 4- 3(r— y), 
und wenn wir 3fm — ») statt (r— y) schreiben : 

(m-~Ji)(m+ii— 9) =5» 2(u-x); (8) 

eine Gleichung, welche eine Relation zwischen m, ii, u und x ausdruckt. 
{((Aus den Gleichungen (8) und (7) ergeben sich ferner die folgenden: 

m— w V — y 

m — n^ i(r— y) , 
und hieraus folgt: 

27('t7—v> + ISfw— X) H- (v—yY 

m = — , 

t}{,ü-y) 

_J i7iv-^y) + 18(K~ x ) — (v—yV 
" - 6(r-y) 

Setzen wir endlich die gefundenen Ausdrücke für (m+n) und n in die Gleichung (1) , di)& 
wir zu diesem Behufe folgendergestalt schreiben können : 

m + n = 71^ — 2x — 3y, 
so erhalten wir, nach einer einfachen Reduction: 

(t?— y)2 [(r— y)2 — 54(r4-y) — 36iu4-x) + 405] + 756(1«— xl(r—y) + 324(« - x)^ ^ o. (9) 
Diese Gleichung des 4. Grades, welche in Beziehung auf u und x, so wie auf t; und y sym- 
metrisch ist, gibt eine merkwürdige Relation zwischen der Anzahl der Doppelpuncte, 
der Anzahl der Doppeltangenten, der Anzahl der Wendungspuncte und 
der Anzahl der Spitzen irgend einer beliebigen algebraischen Curve , unabhängig von 
der Ordnung und der €Iasse dieser Curve. Vorausgesetzt ist hierbei bloss, dass die Curve 
keine Singularität einer höhern Ordnung habe. 

72. Wenn wir uns die Curve durch die Bewegung eines Pnnctes beschrieben denken, 
so ist, im Allgemeinen, x=o und y==o, wonach wir für die aligemeine Cnrve irgend einer 
beliebigen Ordnung folgende Relation zwischen der Anzahl der Doppeltangenten und der An- 
zahl der Wendungspuncte erhalten: 

v^ — hiv^ — 36u«72 + 405,^2 ^ 75^,^ ^ 324»! =, ^ (lo) 

Wenn wir uns hingegen die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhflllt 
denken, so ist, im Allgemeinen, t«=o und 17=^0, und somit erhalten wir für die allgemeinen 
Curven einer beliebigen Classe zwischen der Anzahl der Doppelpuncte und der Anzahl der 
Spitzen folgende Relation: 

y» — 54y5 — 2ßxy^ + 405y^ + 756xy -f 324x^ = 0. (11) 
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78« Die Glfichmig^ (7) ^eigt, dass m grösser oder kleiner ist als n, je nacbdem r 
grösser oder kleiner ist als jf und umgekehrt Je nachdem also an eine gegebene algebrai- 
sche Curve durdh einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten sich legeir^ lassen, 
als dieselbe von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird : ist die Anzahl 
der Wendungspuncte grösser oder kleiner, als die Anzahl der Spitzen. 

Nach der Gleichung (8) ist tt>x, wenn entweder: 

m > Uj w + n > 9, 

oder: 

m < n, iii + i?<9. 

Die letzten Bedingungen beziehen sich nur auf einen einzigen Fall, denjenigen nemlich, wo 
it=4 und 211=3. Alsdann hat die Curve drei Spitzen und eine Doppeltangente , aber keinen 
Wendungspunct und keinen Doppelpunct. Diesen Fall ausgenommen, ist also tc>ar, wenn 
m>n. Es ist ferner a<x, wenn entweder: * 

TO < n, m + » > 9, 

oder: 

m>ii, iii + ii<9. 

Den letzten Bedingungen entspricht nur der einzige Fall, wo m=4 und n=S und die Curve 
drei Wendungspuncte und einen Doppelpunct, aber weder eine Spitze, noch eine Doppeltan- 
gente hat. Diesen Fall ausgenommen , ist tc < x wenn m < n. Je nachdem also durch 
dnen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten an eine gegebene algebrais<;he Curve 
gehen, als diese Curve von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird, hat 
die Curve, im Allgemeinen, mehr oder weniger Doppeltangenten als Doppelpuncte. 

Wenn in=ii, so gibt die Gleichung (7) v=y und die Gleichung (8) u=x. Dann gehen 
die Gleichungen (1), (2) , (3) und (4) gleichmassig in die folgende über : 

2x + 3y = 11(11—2). 
Um also die verschiedenen Curven zu bestimmen , welche von gleicher Ordnung und Classe 
sind, und welche hiernach gerade so viele Doppeltangeuten als Doppelpuncte und so viele 
Wendungen als Spitzen haben , mtissen wir die vorstehende Gleichung für ein angenomme- 
nes n in ganzen Zahlen auflösen und diejenigen Auflösungen verwerfen, welche aus andern 
Gründen unstatthaft sind. So ergibt sich zum Beispiel: 
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= 3, 
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= «, 
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= 1; 
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= 4, 


n 


= 1, 


» 


- 2; 
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= 5, 


» 


= 0, 


» 


= 5; 



Wenn n eine ganze Zahl von der Form 5g oder 5g+2 , so gibt es Curven, deren Dop- 
pelpuncte , Doppeltangenten , Spitzen und Wendungen, alle in gleicher Anzahl vorhanden 
sind. Hierhin gehört zum Beispiel, neben dem letzten Falle des vorstehenden Schemas , auch 
noch der folgende: 

m = ii=7, tt = i? = x=y = 7. 

Wenn eine Curve so viele Wendungspuncte als Spitzen hat, so hat sie auch so viele 
Doppeltangenten als Doppelpuncte. Das Umgekehrte ist auch wahr, ausgenommen wenn 
111+11=9. Dann ist u^x , ohne dass r=y und m=n. 

74. Die folgende Tafel enthält alle möglichen Fälle, in welchen m und n beide kleiner 
sind als 10. 
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Wenn wir in der vorstehenden Tafel m und n unter einander rertavschen, so vertäu- 
sehen sich unter einander auch einerseits u und x , andrerseits v und y , wonach wir den 
Zahlen jeder Yertical-Columne, sowohl die oberhalb derselben, als auch die unterhalb' der- 
selben angegebene Bedeutung beilegen können. 

Bei der Berechnung der vorstehenden Tafel haben wir Werthe für n und m innerhalb 
der durch die Gleichungen (1) und (2) gegebenen gegenseitigen Beschränkungen beliebig 
angenommen. (Nach diesen beiden Gleichungen kann, wenn etwa n die kleinere Zahl ist, 
m jede beliebige ganze Zahl bis n(n— 1) einschliesslich bedeuten, mit der einzigen Ausnahme, 
dass es nicht die Zahl (n(n — 1) — 1) sein kann.) Dann haben wir die Gleichung: 

2x 4- % = it(n— 1) — m 
in ganzen Zahlen aufgelöset und diejenigen Auflösungen verworfen , für welche 

X -^^ y > §(«— l)(n— 2). 
CVergleiche hierüber die folgende Nummer). Dann ist 

1? == y 4- Sim—n) , 
und endlidi 

U = i(m(m— 1) — n — 3r). 
Wenn wir eine Gruppe von Werthen für x, y, u und v haben, die gegebenen Werthen von 
m und n entsprechen, so erhalten wir unmittelbar alle übrigen Gruppen, indem wir x und 
u um Sg Einheiten vermindern , während wir y und v um 2g Einheiten wachsen lassen. 

75. Es ist leicht, auf anderm Wege, wenn die Ordnung einer Curve gegeben ist, das 
Maximum ihrer möglichen Doppelpuncte , unter welche hier auch ihre Spitzen mitzuzählen 
sind, zu bestimmen. Es betrage überhaupt die Anzahl der Doppelpuncte z. Dann lässt sich 

durch diese z Doppelpuncte und durch (~-y — * j beliebig auf dem Umfange der Curve 

angenommene Puncte einer Curve der p. Ordnung legen. Somit ist nothwendig, weil in je- 
dem Doppelpuncte ZMci Durchschnitte der beiden Curven zusammenfallen, 

mithin: 

=. p(p+3) 

Hierdurch ist das Maximum für solche Doppelpuncte einer Curve der n. Ordnung, durch 
welche eine Curve der p. Ordnung sich fegen lässt, gegeben: das absolute Maximum ist also 
das Maximum des Ausdiiickes : 

p(p+3) _ pr2yi— 3 — p) 

^ iT2~ =1.2' 

wenn wir nach einander für p alle möglichen ganzen Zahlen einsetzen. Diesem Maximum 

entspricht überhaupt: 

p = 2ii — 3 — p, 
und, wenn p eine ganze Zahl sein soll, gleichmässig : 

p = n — 1, p = n--"2. 

Das gesuchte Maximum wird hiernach: 

z = : — :; • ) 



•) Schon Gramer hat auf analogem Wege für die Gurren der acht ersten Ordnungen ein Maxim«m 
der Anzahl der Doppelpuncte und der mehrfachen Puncte überhaupt bestimmt, indem er daTon 
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Nach der 7. Nummer der einleitenden Betrachtungen schneiden sich alle Curven der n. 
Ordnung , welche der Bedingung unterworfen sind, dass sie dureh f — r— ^ — 1 j willkfihr- 

lich angenommene Puncte gehen , ausserdem auch noch in denselben ( — -^ — "^ ^} ^^^^^ 

Puncten. Bemerkenswerth , und gewiss nicht ohne tiefern Grund, ist es, dass diese letztere 
Anzahl dem eben bestimmten Maximum der Doppelpuncte gleich ist 

76. Wir wollen uns jetzt zunächst mit Doppelpuncten von besonderer Art beschäftigen. 
Die Erörterungen hierüber schliessen sich unmittelbar an die bisherigen an. 

Wenn zwei verschiedene Zweige einer Curve sich berühren, oder über- 
haupt sich jrpunctig osculiren, so fallen in dem Osculationspuncte jf consecutiTe ge- 
wöhnliche Doppelpuncte (Durchschnittspuncte der beiden Zweige) und in der Tangente des 
Osculationspunctes g consecutive Doppeltangenten der Curve zusammen. Es ist hiernach klar, 
dass ein solcher Osculationspunct die Ordnung der Polar- Curve um 2g Einheiten reducirt 
(63) und 6g Wendungspuncte in sich aufnimmt (6). Mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnung ergibt sich also: 

m = it(ii-l) — 2?, (1) 

V = 3ii(ii— 2) — 6g. (2) 

In der Anzahl der Doppeltangenten der fraglichen Curve ergibt sich (67), indem wir den 
Osculationspunct in g Doppelpuncte auflösen, eine Beduction von 

2^(ii(n— 1) -6) — 2y(^— 1) = 2ff(ii(ii— 1) — (^+5)) 
Einheiten , wonach 

u = 5ii(n-2)(n2-9) — 2y(ii(ii— 1) — (^5)). 
In dieser Anzahl sind diejenigen g Doppeltangenten, welche in der Tangente im Osculations- 
puncte zusammenfallen, einbegriffen; wenn wir von dieser abstrahiren, so kommt: 

u = jn(n--2)(ii^— 9) — 2^(ii(n- 1) — {g+H)X (3) 

Zur Bestätigung der Gleichungen (1), (2) und (3) ergibt sich die folgende: 

n = m(m— 1) — 2g — Sv — 2«. (j) 

Als Beispiel wollen wir die Curven der vierten Ordnung nehmen und voraussetzen, dass 
zwei Zweige einer solchen Curve sich dreipunctig osculiren. Dann ergibt sich : 

g = Sj m = 6, t? = 6, i« = 1. 

Die Polar^Curve ist also von der 6. Ordnung, sie hat, wie die gegebene, zwei sich drei- 
punctig oscttlirende Zweige, dann ferner sechs Spitzen erster Art und einen Doppelpuuct, 
wonach die Ordnung der reciprokcn Polar- Curve um 6 + 18 + 2 = 26 Einheiten, also von 30 
auf 4 heruntersinkt. 

Bei einer einfachen Berührung zweier Curven - Zweige ergibt sich : 

^ = 2, wi=8, ,17= 12, i«=6. 

Bei einer vierpunctigen Osculatiou würden wir erhalten: 

5f = 4, m=4, r = o, t« = o; 

aber alsdann zerMlt die Curve in ein System zweier sich osculirenden Kegelschnitte. In 
diesem Falle existiren wirklich Mieder Spitzen noch Doppeltangenten. ^) 

ausgeht, dass eine Linie der 1., 2 , 3., 4. . . Ordnung, bezuglich durch 2, 5, 9, 14 . . . willkühr- 
Ilch auf dem Umfange einer gegebenen Curve der n. Ordnung angenommenen Puncte gelegt wer- 
den, diese Curve aber in nicht mehr als n, 2n, 3«, 4fi . . . Punclen schneiden kann, wobei, wenn si« 
durch einen /»fachen Punct dieser letztem geht, auf diesen m Durchschnittspuncte zn rechnen sind. 
C ramer, Analyse des lignes courbes algcbriques. J. 175—181. 
•; ^uch in dem Fall«, dass zwei sich einfach berührende, oder «ich dreipunctig oseulireod« Kegel- 
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77. Eine Spitzezweiter Art wird im Allgemeinen von zwei solchen Zweigen ge* 
bildet, welche unter einander einen Contact von der Ordnung | haben und bezeichnet als- 
dann die Uebergangsstufe zwischen zwei sich bloss berührenden und zwei sich dreipiinclig 
osculirenden Zweigen. Es finden hier die nadistehenden vier Relationen Statt: 

»1= »(n— 1) — &, (1) 

V = 3ii(ii— 2) — 15, (2) 

u = I n(Jt— 2)(«2— 9) - 5(>i(nr-.l) — 7) , (3) 

n = m(j»— 1) — 5 — 3r — 2i£. (4) 

Wir haben nur nothwendig die Richtigkeit von drei derselben nachzuweisen j weil jede der- 
selben eine algebraische Folge aus dei| drei übrigen ist 

Die Gleichung (1) ist darin begründet., dass von den n(n^i) Tangenten, weldie an 
eine gegebene Curve der il Ordnung parallel mit einer gegebenen geraden Linie und also 
auch, von einem gegebenen Puncte aus, sich legen lassen, in dem Falle, dass diese Curve 
eine gewöhnliche Spitze zweiter Art hat, fünf durch diese Spitze gehen und, im engern 
Sinne des Wortes, aufhören Tangenten zu sein. Um den Beweis dieser Behauptung direct 
zu führen, wollen wir die folgende Gleichung zu Grunde legen: 

(q+nTp2)2 + 2q:?i(q+oTp2) + qSs = ^4 = o. (5) 

Diese Gleichung ist die allgemeine der Curven der 4. Ordnung mit einer gewöhnlichen Spitze 
zweiter Art ; sie wird die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung mit 
einer solchen Spitze , wenn wir den Gliedern des ersten Theiles dieser Gleichung noch die 
folgenden : ' 

-o "T" -^ "t- • • — n , 

hinzufügen. Wir beschränken uns hier aber auf die Curven der 4. Ordnung , weil die , für 
den allgemeinen Fall, hinzukommenden Glieder bei unserer Beweisführung sich müssig ver- 
halten. In der vorstehenden Gleichung (5), welche wir der 31. Nummer entlehnt haben, 
kann p mit (p+c^q) vertauscht werden, ohne dass dieselbe, im Allgemeinen, ihre Form ändert. 
Diese Gleichung hat also eine überzählige Constante, welche darauf kommt, dass für die 
gerade Linie P jede beliebige genommen wei;den kann, sobald sie nur durch die Spitze geht. 
Wenn wir mithin die Anzahl derjenigen Täugeiitei) bestimmen, welche der geraden Linie P 
parallel sind, so erhalten wir überhaupt die Anzahl derjenigen Tangenten der gegebenen 
Curve , welche eine gegebene, beliebige Richtung haben. Für die Berührungspuncte auf den 
mit P parallelen Tangenten ist aber dp = , mithin : 

j-^ = 0. 
dq 

Entwickeln wir , so können wir der resultirenden Gleichung die folgende Form ^ben : 

(q+J^p") + q^i -f 2*, = o. 
Diese Form zeigt, dass die bezügliche Curve von der durch die folgende Gleichung ^Oirge- 
stellten Parabel: 

q + 5Tp2 ^ , 
dreipunctig osculirt wird. Diese, Curve acbneidet also, wie diese Parabel, die gegebene in 

schnitte die Curve vierter Ordnung vertreten, hebalten die bezüglidien Bestimmungen ihre Geltung, 
%venn wir berücksichtigen , dass das System der beiden Kegelschnitte einmal zwei Doppelpuncte, 
das andere Mal einen Doppelpiinct hat. änmal müssen wir für die beiden Doppelpuncte £WÖlf 
Wendungspuncte und vier Doppeltangenten rechnen , so dass *lle WcnduAgsponcte erschöpft attfed 
und von den sechs Doppel-Taogenten anrnodi awfi übrig bleibfn. Das- andere l^ial fefschUi^tk 
der einzige Doppelpunct die »echs Weadungspuncte ilv^d aasserdem bleibt nur, noch die Doppel- 
taugeute. Es versteht sich, dass in beiden Füllen jn sa n = 4' 

28 
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fünf, in der Spitze dieser letztern zusammen^llenden Pitncten. Somit ist der geforderte Be- 
weis geführt. 

78. Nach der Gleichung (3) bringt eine Spitze zweiter Art in der Anzahl der Doppel, 
tangenten eine Reduction von 5(ii(n— 1) — 7) Einheiten hervor. Die bisherigen Er<)rteningen 
sind hinreichend, um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu überzeugen. Es kOnnen 
nemlich zwei sich einfach (zweipunctig) berührende Curven-Zweige, sowohl reell als imagi- 
när sein, wo alsdann im letztern Falle der Berührungspunct ein isolirter wird. Nach der 
76. Nummer lassen sich, von einem solchen Berfihrungspuncte. aus, 
? ii(ii— 1) — 7 

Tangenten an die Curve legen. Dasselbe muss also auch Statt finden, in dem Falle einer 
Spitze Zureiter Art , welche zwischen zwei reellen und zwei imaginären sich berührenden 
Curven-Zweigen die blosse Cebergangs- Stufe bildet. Jede dieser Tangenten ist nicht mehr 
als Doppeltangente anzusetzen und da jede nach der vorigen Nummer fünffach zu rechnen 
ist, muss sich die Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten um 

5(ii(ii— 1) — 7) 
Einheiten reduciren. 

Wir können , zur Bestätigung , auch unmittelbar den Beweis führen, dass an eine Curve 
der 71. Ordnung , von einer Spitze zweiter Art aus, sich nur (n{n — 1) — 7) Tangenten legen 
lassen. Nach der 31. Nummer nimmt, wenn wir uns zunächst auf die Curven der vierten 
Ordnung beschränken, für den fraglichen Fall die allgemeine Gleichung folgende Form mit 
der nothwendigen Anzahl von Constanten an -. 

(q+cyp*-f apq)2 + q*3 = o , 
o.ler auch , wenn wir , der Kürze wegen , 

q + C7p2 4- apq = K 
setzen, die folgende: 

K2 + q33 « 0. (1) 

Vm die Berührungspuncte auf den durch die Spitze, das heisst den Durchschnitt der Linien 
P und Q gehenden Tangenten der Curve zu finden, müssen wir, M'ie in der 65. Nummer, 
die vorstehende Gleichung in Beziehung auf p und q difTerentiiren und , nach der DiiTeren- 
tiation, dp durch p und dq durch q ersetzen. Es ist aber: 

d . R^ . d . K^ ^,rr^tr \ 

-jj^P + -j^q = 2K(2K-q), 
d.q^s , d.q^s _ 

und somit kommt : 

K(2K— q) + 2q:?3 = «. (2) 

Diese Gleichung gibt , mit der Gleichung der Curve zusammengestellt, die ft'aglichen Berüh- 
rungspuncte« Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich unmittelbar die folgende : 

Kq«o, • (3) 

welche wir, statt der Gleichung (2), mit der Gleichung der Curve zusammenstellen können. 
Diese neue Gleichung stellt das System der geraden Linie Q und des Kegelschnittes K, der 
von derselben berührt wird , dar. Die gerade Linie Q schneidet die Curve (1) so, dass auf 
ihr alle vier Durchschnittspuucte in der Spitze zusammenfallen. Von den acht Durchschnitts- 
piinct^ii des Kegelschiiittes K mit der Curve (1) fallen fünf in die Spitze, während die drei 
HiNigen die zweiten Durchschnittspuncte der durch diese Spitze gehenden drei geraden Linien 
S^ mit dieser Curve sind. Es fallen also im Ganzen neun Durchschnittspuncte in der Spitze 
zusammen , und M'ährend überhaupt von einem gegebenen Puncte aus , sich 12 Tangenten an 
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eine €urveder 4. Ordnung legen lassen, reducirt sich diese Anzahl, wenn wir für den, 
gegebenen Punct die Spifise nehmen und von den Tangenten der Spitze abstrahiren, um 9 
Einheiten, und also, indem wir die beiden zusammenfallenden Tangenten derselben noek 
einschliessen , bloss um r Einheiten. 

Wenn wir , statt Curven der 4. Ordnung , Curven einer beliebigen «. Ordnung neh- 
men , so erhalten wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (2) nun die folgenden beiden: 

K^ + q23 + i's + • • + 2^ = 0, (4J 

2K(2K— q) + 4qSz + 525 + — + n2n = o > (5) 

und , statt der Gleichung (3) die folgende : 

2Kq — I ^5 + . . + (n~4)2„ | = o, ' (6) 

oder auch, indem Mir 2„ zwischen den beiden vorhergehenden Gleichungen (4) und (5) eli- 
miniren : 

K((n-^4)K + 2q> + (n-4)q3j + (n—5)^s + • • + -o-i = o. (7) 

Die beiden Curven (4) und (7) schneiden sich, im Allgemeinen, in n(n — 1) Puncten, und diese 
Puncte sind die Berühnmgspuncte auf eben so vielen Tangenten, welche sich, von der Spitze 
aus , an die Curve (4) legen lassen. Aber diejenigen dieser Tangenten, auf welchen die Be- 
ruhrungspuncte in die Spitze dieser Curve fallen, hören alle, mit Ausnahme von zwei, auf, 
Tangenten der Curve zu sein. Die Curve (7) aber hat zwei sich berührende Zweige, wei- 
che von denjenigen beiden sich berührenden Kegelschnitten ^ deren Gleichungen die nachste- 
henden sind: 

K = o, (n— 4)K + 2q = 0, 

auf der gemeinschaftlichen Tangente Q, bezüglich, dreipunctig osculirt werden. Denn jeder 
dieser Kegelschnitte schneidet die Curve so , dass fünf Durchschnitte im Berührungspuncte, 
von welchen zw^i dem der Osculation fremden Curven -Zweige angehören, zusammenfalleiv 
Derjenige Curven-Zweig also , welcher von dem Kegelschnitte K osculirt wird, schneidet die 
Curve (4) so, dass fünf und der andere Curven-Zweig, der den Kegelschnitt K einfacfk 
berührt, so dass vier Durchschnittspuncte in der Spitze zusammenfallen. Zusammen verei- 
nigen sich also in dieser neun Durchschnittspuncte , und somit lassen sich , von der Spitze 
der Curve n. Ordnung (4) aus^ an diese Curve 

n(n—i) — 7 

Tangenten legen, in welcher Auzahl die beiden zusammenfallenden der Spitze selbst mitge- 
rechnet sind. Der verlangte Beweis ist somit vollst.1ndig geführt. 

79. Die Gleichung (4) der 77. Nummer ist unmittelbar gerechtfertigt , wenn wir nur 
envagen, dass die Polar-Curve Slm , wie die gegebene, eine Spitze zweiter Art hat und also 
die Ordnung der reciproken Polar- Curve ( der gegebenen Curve Ha ) dieser Spitze wi^en 
um fünf, so wie jedes Doppelpunctes wegen um zwei und jeder Spitze erster Art wegen 
um drei Einheiten heruntersinkt. 

Nachdem Auf diese Weise die Kichiigkeit der Gleichungen (1), (ä) und (4) der 77. 
Nummer dargethan worden , ist es nicht mehr nothwendig , auch noch die Gleichung (2) un- 
mittelbar herzuleiten. Bei diesen Untersuchungen, wdche, nach meiner Meinung, zu den sab- 
tilsten gehören, halte ich es jedoch für wünschenswerth, nicht zu Vieles als eine Folgerung 
aus einer indirecten Combination hinzvstellen. Dieser Mcksicht verdanken die analytischen 
Entwicklungen der folgenden Nummer ihre Stelle. 

80. kh habe in dem „Systeme der analytischen Geometrie'* (HI, §. 6.) nachgewiesen, 
dass wir zur Bestimmung der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung Ha die 
folgende Gleichung erhiüten: 
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/dß, Y ä-Qn _ « ^ ^ß„ d^ß„ /AQg Y ^^^» ^ « ^OX 

welche bis zum (3ii — I). Grade aiisteig:t. Aber wir haben zvg^leich gezeigt ^ dass die durch 
diese Gleichuug dargestellte Curve die n Asywptoten der gegebenen Curve zu ihren eigenen 
hat, wonach von den it(dn— 4) Durchschnitten der Curven 2n unendlich weit liegen, und 
Mir aus der algebraischen Verbindung ihrer beiden Gleichungen, eine Gleichung des (3n— -6). 
Grades herleiten köuaen» welche eine einfachere Curve darstellt, deren Durchschnitte mit 
der gegebenen die 3n(n— 2) Wendungspuncte dieser letztern sind. Um diess zu beweisen, 
haben wir uns des analytischen Hülfs - Satzes bedient, dass, wenn i^a = pqrs. .uv, diese 
Function als Factor des ei-sten Theiles der Gleichung (6) sich herausstellt. Derselbe Satz 
besteht offenbar auch dann, wenn r = p + (rq, s^p + crq... und demnach Qa^^a^ so 
dass auch: 

\ip J dq2 ^ dp dq dpdq "^ V dq / dp^ --»^^n-*, 

und wird uns so dienen, um Aufschluss darüber zu erhalten, nach welchen Gesetzen die 
Wendungspuncte einer gegebenen Curve von besondern Arten singulärer Puncte verschlungen 
werden. 

Nehmen wir ferner auch noch: 

Qa = K% 
wobei K irgend eine Function von p und q ist, so ergibt sich: 

dpd^ ~ |dp d) dpd)! ' 

und M'enn wir hiernach den ersten Theil der Gleichung (8) entwickeln, so kommt nach einer 
einfachen Reduction: 

8K3 )/^*5Y *!?^ _ ^ ^ ^^ i^'A a./^^Y ^^ 
}\dpj dq2 * dp dp dpdq"*"Uq/ dpM* 
Wenn insbesondere endlich; 

K = q + xp2 + apq, 
so gibt die vollständige Entwickhing des letzten Ausdrucks: 

16K'(l+ap)(Ä-a7ip— tt^q) = KHu. 
81. Nach diesen vorbereitenden analytischen FirOrterungen, sollen wir nun wiederum 
für die allgemeine Gleichung einer Curve mit einer Spitse zweiter Art^ die folgende nehmen : 

ß„ = K^ + q ^s H- ^6 + . . + ^n = 0. (9) 

und, von dieser Gleichung ausgehend, die Gleichung (8) entwickeln. Dann finden wir: 

KHu 4- q:t3^a + ^s^ + • + ^S.S.n^, = o, (10) 

wobei die Functionen Jj, S^, J„ die frühern geblieben, -5i, ^, ^1.-4 »b^r neu eingeführt 
sind. Die durch die letzte Gleichuug (10) dargestellte Curve schneidet die gegebene Curve 
(9) in den Wendungspuncten dieser letztern. Nach dem oben Angeführten beträgt die An- 
zahl derselben, weil 2n Durchschuittspuncte unendlich weit liegen, ^»(ii— 2). Es bleibt uns 
hier nur noch zu untersuchen übrig, wie viele von diesen Wendungspuncten, indem sie in 
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die Spitze fallen , aufhören Wendungsponcte zu sein. Zu diesem Ende bemerken wir , dass 
die neue Curve (10) drei verschiedene Zweige bat, welche alle drei den Kegelschnitt K, 
auf der Tangente Q , dreipunctig osculiren. ^) Jeder dieser drei Zweige schneidet also auch, 
wie dieser Kegelschnitt selbst, die gegebene Curve so, dass fünf Durchschnitte in der Spitze 
der Curve zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der fraglichen Wendungspun- 
cte, weil die Spitze deren dreimal fünf verschlungen hat, auf: 

3ii(ji— 2) — 15. 
82. Wenn wir die Gleichungen (1), (2), (3) und (4) der 77. Nummer, welche wir hier- 
nach vollständig bewiesen haben, mit den gleichbezeichneten Gleichungen der 76. Nummer 
vergleichen, so tritt uns sogleich die Bemerkung entgegen, dass jene vier Gleichungen in 
diesen enthalten sind , wenn Mir g=^2\ setzen. Eine Spitze zweiter Art vertritt hiernach, 
Menn der Ausdruck gestattet ist, zwei sich 2|punctig osculirende Curven<*ZM'eige, oder auch 
2| consecutive, nicht auf derselben geraden Linie liegende, ßoppelpuncte. 



') Um diess zu zeigen, bemerken wir, dass die Gleichung (10) befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

K» -. o, q-Tj-Si + Zs-Tg + . . + -2"n-2in-4 = o, 

setzen. Hieraus folgt, dass neun Durchschnitte der Curve (10) mit dem Kegelschnitte K in dem 
Berührungspuncte auf der Tangente Q zusammenfallen ; denn die durch die zweite der vorstehen- 
den Gleichungen dargestellte Curve hat acht Zweige, die in diesem Puncte sich schneiden^ und von 
welchen iiberdiess der eine den Kegelschnitt berührt. Hieraus folgt, dass die Curve (10) drei 
Zweige hat , welche alle drei diesen Kegelschnitt dreipunctig osculiren' 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch, wenn "wir, nach der folgenden Schlussweise, die 
Ordnung der Annäherung der Curve an den Kegelschnitt K bestimmen. Der Einfachheit wegen, 
wollen wir , was , unbeschadet der Allgemeinheit, erlaubt ist, p und q in der Bedeutung rechtwink- 
liger Parallel-Coordinaten nehmen. Wenn wir solche Puncte betrachten, die auf irgend einem Cur- 
ven- Zweige, der die Linie Q in ihrem Durchschnitte mit der Linie P berührt, in unendlich klei- 
ner Entfernung vom Berührungspuncte liegen, so Ist für diese p ein unendlich Kleines von derselben 
Ordnung, während andrerseits q erst mit p' verglichen und gegen p vernachlässigt werden kann. 
Da sich überdiess die beiden linearen Functionen t und u auf Constante reduciren, so gibt, bei 
gehörigen Vernachlässigungen, die Gleichung der Curve für solche Puncte: 

K> =s ^qp7 «, Ap«, 
mithin ist K unendlich klein von der dritten Ordnung. Es bedeutet aber K dasjenige Segment, 
das auf dem , von dem Puncte der Curve aus auf die Tangente Q gefällten Perpendikel , zwischen 
diesem Puncte und dem Kegelschnitte , liegt. Demjenigen Puncte nemlirh , in welchem dieses 
Perpendikel den Kegelschnitt schneidet, entspricht derselbe Werth von p und wenn wir den ent- 
sprechenden Werth von q durch einen Accent unterscheiden, so kommt: 

q' + xp* + apq' =» o, 
und wenn wir diese Gleichung von der identischen Gleichung: 

q + xp» + apq = K, 
abziehen : 

(l+«p)(q~q') = K, 

woraus^ wenn wir ap gegen 1 vernachlässigen, 

K = q - q' • 
sich ergibt Somit ist dargethan, dass die Ordnung der Annäherung der verschiedenen Curven- 
Zweige an den Kegelschnitt die zweite ist 

Ich habe diese Erörterung der Behauptung des Textes hier aus dem Grunde norli beigefügt, 
weil wir in allen ähnlichen Fällen, auf gleiche Weise verfahren können \ und bemerken in dieser 
Hinsicht schliesslich nnr noch, dass überhaupt die allgemeinere Function: 

Ä=q + -2:, +-Z3 + .. 
dieselbe Bedeutung hat als die Function K, wenn sie auf denselben Punct, wie diese in dem Vor- 
stehenden, bezogen wird. 
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Wir setzen uns keiner Gefahr zu irren aus, wenn wir, auch ohne directe Bestätigrung 

der Resultate, diese Anschauung weiter ausdehnen. Es kann nemlirh eine Spitze zweiter 

Art , während sie mit ihrer Tangente nur einen gewöhnlichen Contact behält^ von zwei sol- 

2A4-I 
chen Zweigen gebildet werden, die unter einander einen Contact von irgend einer ^ 

* Ordnung haben, und bildet dann die Uebergangs-Stufe von einem Contacte der h. zu einem 
Contacte der (A+1). Ordnung. Auch dann behalten , indem wir j^ = ft + 1 setzen , so dass g 
irgend eine ganze Zahl, vermehrt um eine halbe Einheit, bedeutet, die eben angezogenen 
Gleichungen der 76. Nummer ihre Geltung. Es ist: 

m = n{n — 1) — ^g , 
V = 3n(n-2) — e^f, 

u = Jii(n-2)(ii2~9) ~ .9K»-t) — (^+4§)] , 
n = »i(m— 1) — 2« — 3i? — 2g. 
Die Curven der 4. Ordnung Hefern hier die folgenden beiden Beispiele: 

« = 0, if = 2J, «1 = 7, r = 9, 11 = 3; 
* i^ = 3}, m = 5, r = 3, 11 = o. 

83. Nach dem Princip der bisherigen Erörterungen ist es leicht, auch denjenigen Fall 
zu disciitiren , dass die Curve überhaupt, neben x Doppelpuncten und y Spitzen erster Art, 
z Spitzen zweiter Art hat. Wir wollen hier indess die Beschränkung machen, dass diese 
Spitzen gewöhnliche sind , das heisst solche , deren Schenkel unter einander einen 2ipuncti- 
gen Contact haben. Hier ergeben sich die folgenden vier Relationen : 

m = »(11— 1) — 2x — 3y — - 52, 
p = 3n(ii— 2) — eac — 8y — 15«, 
u = |n(ii— 2)(ii2— 9) — (2x+3y)(n(ii— 1) —6) — 515(11(11— 1) — 7) + 2ar(a:— 1) + 2y(if— 1) 

+ ^^z{z^\) 4- ßxy + 10x2 + Ibyz, 
n = iii(itt— 1) — 2ii — 3i; — 5«. 
Die Curven der 4. Ordnung liefern hier zwei Beispiele , sie können , neben einer Spitze 
ZM'eiter Art, einen Doppelpunct oder auch eine Spitze erster Art haben. Diesem entspricht: 
n = 4, « = 1, y = o, X = 1, m = 5, r = 3, « = 1, 
'^ » y = l? x = o, wi = 4, r=l, tt = o. 

Fig 3^^ Ein merkwürdiges, hierher gehöriges Beispiel bieten die Curven der 5. Ordnung, wel- 
che, wenn sie drei Spitzen zweiter Art haben, alle ihre Doppeltangenten und Wenduugs- 
puncte verlieren. Alsdann ist : 

iis)it = 5, y=r=o, x = ti = o. 

Die Anschauung einer solchen Curve mit einer einzigen reellen Asymptote gibt die 38. Figur. — 

84. Um alle untergeordneten Arten von Doppelpuncten zu erschöpfen, bleiben uns 
noch zwei Fälle zu discutiren übrig. Es können sich zwei solche Curven-Zweige berühren, 
welche mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente nicht bloss einen gewöhnlichen, sondern einen 
mehrpunctigen Contact haben, und es kann eine Spitze erster Art auch von zwei solchen 
Schenkeln gebildet werden, welche unter einander mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen 
Contact von einer hohem Ordnung haben. 

Hier können wir nur den erstgenannten Fall, und zwar nur unter der Voraussetzung, dass von 
den beiden sich berührenden Zweigen, der eine mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen ge- 
wöhnlichen Contact hat, während die Ordnung des Contacts für den andern Zweig jede beliebige 
sein kann, behandeln. VTir wollen zunächst annehmen, ein Fall, der schon bei Curven der 5. Ord- 
nung eintreten kann, dass ein Zweig mit der Tangente einen dreipunctigeu und der andere 
einen gewöhnlichen Contact habe. Dieser Annahme entspricht die nachstehende Gleichung: 
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q2 + q(:?2+2"8) + :?5 + • • + :s'n = o, *) 

mit einer fiberzähligen Constanten, Melche darauf kommt, dass die Richtung der geraden 
Linie P jede beliebige sein kann. Differentiiren wir diese Gleichung in Beziehung auf q, so 
kommt , indem wir nur die Form der resultirenden Gleichung berücksichtigen , 

2q + r^ + 2*3 + ^4 4- • • + :^„-i = 0. 
Diese Gleichung stellt eine Curve dar, welche die Curve (1) in n(n—i) Puncten schneidet. 
Von diesen fallen aber, weil jene Curve einen solchen Zweig hat, der die Linie Q und also 
auch die beiden sich berührenden Zweige der Curve (1) einfach berührt, vier in dem Be- 
rührungspuncte zusammen. Also gibt es , wie wenn die beiden Zn'eige der Curve sich bloss 
einfach berührten , (n(n—i) — 4) Tangenten, die sich, nach gegebener Richtung an die Curve 
legen lassen. 

Wenn wir die Gleichung (8) der 80. Nummer entwickeln , indem wir 

i2n = q2 ^ q(-^2+-23) + J5 + • • + -n 
setzen , so erhalten wir , mit Berücksichtigung der in der genannten Nummer aufgestellten 
analytischen Relationen, für die resultirende Gleichung die nachstehende Form: 

Die bezügliche Curve hat einen fünlTachen Punct mit fUnf osculirenden Tangenten, von wel- 
chen die eine mit der Tangente Q der gegebenen Curve (1) zusammenfällt. Also fallen von 
den Durchschnitten der beiden Curven 13 in den Berührungspunct. Von diesen kommen 5 
auf den an der Tangente Q sich hinziehenden Zweig und 2 auf jeden der vier übrigen 
Zweige , Melche den fünffachen Punct bilden. Eben so viele Wendungspuncte der gegebenen 
Curve verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der in den Berührungspunct fällt, und 
dem einen Curven-Zweige angehört. Also verschlingt der Berührungspunct hier keine grös- 
sere Anzahl von Wendungspuncten, als wenn zwei gewöhnliche Zweige sich berührten. 

Hiemach bedarf der fragliche Fall keiner weitern Discussion mehr. Dasselbe gilt, wenn 
der dreipuncfig osculirende Zweig durch einen mehrpunctig osculirenden Zweig ersetzt wird. 
Es gelten hier ebenfalls die Zahlbestiipmungen der 76. Nummer (wo wir g=2 nehmen' müs- 
sen). Nur ist zu bemerken, dass in dem Berührungspuncte auf einer mpunctig osculirenden 
Tangente (m—i) Wendungspuncte zusammenfallen. Auf diesen Fall bezieht sich die folgende 
Gleichung : 

q2 + q(22+23-i-. .+:?„) + :?„+2 + . • + 2; = 0. r- 

85. M'ir wollen uns nun zur Betrachtung solcher drei- und mehrfachen Punctc 
wenden, welche entstehen, indem drei oder mehrere vollständige (reelle oder imaginäre) Cur- 
ven-Zweige in demselben Puncte sich schneiden. Die allgemeine Gleichung einer Curve der 
n. Ordnung mit einem solchen dreifachen Puncte ist, mit Beibehaltung der bisherigen Be- 



■ - . »I *■ 



') Wir überzniigen uns, auch ohne zu tler 11. Nummer zurückzugehen, direct davon, dass diese Form 
dem fraglichen Falle wirklich entspricht, wenn wir berucksichligen , dass für Nachhitrpiincle des 
Beruhrungspuncles, aus der Gleichung des Textes die nachstehende zwiefache Relation sich ergibt: 

q+2i + -2'3 = -:?^=f=; xp^ 

q JLi 

(I « — ^^ -= — :5l = — *p'. 

Die Gurre hat also einen Zweig, welcher von der durch die Gleichung: 

q + J:^ + -2*3 = o , 
dargestellten Curve dreipunctig osculirt und von deren Tangente Q also einfach berührt wird, 
während dieselbe Tangente einen andern ZxYeig dreipunctig osculirt. 
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Zeichnung, die folgende: 

-Si + J4 + • • + :?n = O. (1) 

Diese Gleichung hat zwei überzählige Coustanten, welche auf die willkührliche Richtung der^ 
den beiden linearen Functionen p und q entsprechenden und in dem dreifachen Puncte sich 
schneidenden, geraden Linie kommen. Die drei Tangeuten dieses Punctes werden durch die 

Gleichung: 

*3 = o, 
dargestellt; wir setzen hier voraus, dass nicht zwei dieser drei Tangenten zusammenfallen. 
Differentiiren wir diese Gleichung y etwa in Beziehung auf q, so kommt zur Bestimmung der 
Berührungspuncte auf den mit der geraden Linie Q parallelen Tangenten der gegebenen 
Curve eine Gleichung von der folgenden Form: 

^a 4- ^8 + • • + :2n^x = O. (2) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve der (n — 1). Ordnung hat zwei solche Zweige, 
welche beide durch den dreifachen Punct der gegebenen Curve gehen. Sechs Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven fallen hiernach in dem dreifachen Puncte zusammen und um eben 
so viele Einheiten vermindert sich die Anzahl derjenigen Tangenten, welche, im Allgemeinen, 
nach gegebener Richtung an di^ gegebene Curve sich legen lassen. Hiernach ist 

m = n(n—\) — 6. 

Es ist augenfällig, dass, wenn wir an die Stelle der Curve (1) eine Curve mit einem 
jrfachen Puncte setzen, die Curve (2) durch eine Curve mit einem {g — l)fachen Puncte, des- 
sen Tangenten mit itn Tangeuten des j^fachen Punctes im Allgemeinen nicht zusammenfallen, 
vertreten wird, und dass alsdann also die beiden Curven sich nur in \n{n — 1) — g{g — 1)| 
Puncten schneiden, so dass also überhaupt: 

m = n{n—i) — ^(^—1). 

86. Um die Anzahl der Wendungspuncte, welche eine Curve dadurch verliert, dass sie 
einen drei- oder überhaupt jrfachen Punct erhält, zu bestimmen, wanden wir uns wiederum 
zur Gleichung (8) der 80. Nummer, indem wir hier die folgende Functions -Bestimmung zu 
Grunde legen: 

wobei wir , damit die Tangenten des j^fachen Punctes nicht zusammenfallen , 'zugleich vor- 
aussetzen, dass 2'g keine gleichen Factoren habe. Wenn wir mit Rücksicht auf die analy- 
tischen Entwicklungen der eben angeführten Nummer entwickeln, so kommt: 

*g ^ag— 4 T" — g+i— ag— 2 "T • • -r — n —20—4 — O. K^j 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve schneidet die gegebene in den Wendungspuncten 
dieser letztern. Wir haben hier nur zu untersuchen, wie viele von diesen Puncten, indem 
sie in den j^fachen Punct der gegebenen Curve fallen, aufhören Wendungspuncte dieser Curve 
zu sein; denn, in dem allgemeinen Falle, den wir betrachten, hat keiner der g Zweige, 
welche den ^fiichen Punct bilden , in diesem Puncte einen Wendungspunct. Die Curve (3) 
hat einen (3$r — 4)Cachen Punct und unter den (3jr — 4) Zweigen, welche in demselben sich 
schneiden , befinden sich g solche , welche bezüglich mit denjenigen g Zweigen , welche den 
^fachen Punct der gegebenen Curve bilden, die g geraden Linien 2'g zu gemeinschaftlichen 
Tangenten haben. Jeder der g Zweige der gegebenen Curve schneidet also die Curve (3) 
so, dass von den 3n(ii— 2) nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncten 3Qjr— 1) 
in den ^fachen Punct fallen. Dieser Punct verschlingt also im Ganzen ^ig^l') Wendungs- 
puncte und somit erhalten wir: 

r = 3}ii0i-2) -5(J-1)|. 
Ein Doppelpunct nimmt hiemach (wie früher schon nachgewiesen word^ ist) : 6 , ein 
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dreifacher Punet: 18 ^ 6 -r^' ^^ vierfacher Punct: 86 s ^'r~^ t ^in ^fecher Punct: 



6- '^ ■ Wendungspuncte in sich auf. 



87. Nach dea beiden vorhergehenden Nnmmern k4lnnen wir die Formeln der 68. Nummer 
nun auch auf den Fall mehrfacher Puncte ausdehnen. 

Zuerst wollen wir den Fall betrachten, dass eine Curve der n. Ordnung^ einen einzel- 
nen j^ fachen Punct, aber keine Doppelpuncte, hat Alsdann ergeben sich die nächste- 
henden yier Gleichungen : 

m = ji(ii-^l) — ^f^— 1) , 
V = 8(ii(»-2)— ^(^— 1)], 
u = 5»(ii— 2)(n^— 9) — ^r^— l)(«(n-l) — 5^(^-1) — 5], 

n = mOn — 1) — 2« — 8r. 
Die vierte dieser Gleichungen ergibt sich unmittelbar, weil die Polar- Curve der gegebenen 
keinen singulären Punct hat, der durch den jrfachen Punct hervorgerufen wird, sondern nur^ 
diesem ent^sprechend , eine singulare gferade Linie , welche zugleich g Zweige berührt. Die 
dritte der torstehenden Gleichungen wollen wir vorerst als eine algebraische Folge aus den 
drei übrigen ansehen. 

Als Beispiel möge eine Curve der 5. Ordnung mit einem vierfachen Punct dienen, 
alsdann ist: 

w=5, jf=4, OT=20— 12=8, r==45— 36=9, 1^120—12.9=12, n=56— 3.9— 2.12=5. 
Ist der mehlfache Punct ein bloss dreifacher, so kommt, indem wir ^«=3 setzen: 

w= «(Ji— 1) — 6, 
V = 3R(n— 2) — 18 , 
u = Jndi— 2)(n2— 9) — 6(ii(n— 1) — 8) , 
n = mOn—t) — 2u — 3r. 
Die Curven der vierten Ordnung bieten liier das einfachste Beispiel : 
» = 4, ^ = 3, »1=12—6=6, rc=24— 18 = 6, te=28— 6.4 = 4, «=30—3.6—2.4 = 4. 

88. Die Theorie der vielfachen Puncte lässt sich auf die Theorie der Doppelpuncte zu- Fig. 39. * 
rückführen. In der 39. Figur schneiden sich drei Curven -Zweige paarweise in den drei 
Puncten a, ai und «2 und bilden so drei Doppelpuncte. Fallen diese drei Doppelpuncte, nach 
allmähliger Annäherung , zusammen , so dass die drei Zweige in einem einzigen Puncte sich 
schneiden, so entsteht ein dreifacher Punct. Für die Tangenten dieses Punctes können 

wir die drei geraden Linien PP, QQ und RR nehmen, welche die drei Doppelpuncte paar- 
weise verbinden. Jede andere gerade Linie MM, die mit diesen nicht als zusammenfallend 
zu betrachten ist, enthält nur drei Durchschnitte mit der Curve. 

Vier Curven - Zweige, die durch denselben Punct gehen , bilden einen vierfachen Punct ; 
verrückt man diese Zweige um geringe Strecken, so schneiden sie sich in der Umgegend 
des frühern vierfachen Punctes in sechs Puncten und bilden so sechs Doppelpuncte. Als 
die Tangenten des vierfachen Punctes können wir diejenigen vier geraden Linien ansehen, 
welche zwei beliebige der drei, auf jedem der vier Zweige liegenden, Doppelpuncte ver- 
binden. 

Auf gleiche Weise fallen in einem fünfech^ Puncto z^e h n und in einem ^fachen Puncte 
überhaupt lgCg—1) Doppelpimcte zusammen. 

89. Nach den Betrachtungsweisen der vorigen Nummer reducirt ein ^facher Punct einer 
gegebenen Curve die Ordnung der Polar -Curve um so viele Einheiten, als ein System von 
i^(^— 1) Doppelpuncten , nemlich, in Einklang mit der 85. Nummer, um jrCjf— 1) Einheiten. 

29 
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Es ergibt sich auf diesem Wege auch dieselbe Reduction in der Anzahl der M'^endungs- 
puncte, welche wir in der 86. Nummer auf analytischem Wege erhalten haben. 

Endlich erhalten wir auch noch' unmittelbar die Bestimmung der Anzahl der übrig blei- 
benden Doppel-Tangenten, eine Bestimmung , die wir bisher nur auf indirectem Wege erhal- 
ten haben. Denn nach der 65. Nummer beträgt die Reduction der Doppeltangenten fQr eine 
Anzahl von isKg^l) Doppelpuncten , und also auch für einen jfachen Puuct: 

inin^l) - 6) g(g--D — gCs-t^lgig-t) — D, 
= [n(ii-l) — ig(g-i:> - S\g(g^l). 

Diese Reduction beträgt also insbesondere für einen dreifachen Punct 6(i2(ii-— l'j — 8) , für 
einen vierfachen Punct 12(n(ii— 1) — 11), und so fort. 

90. Die folgenden Erörterungen füge ich hinzu, damit wir die Noth wendigkeit 
der letzten Resultate einsehen. 

Wir wollen in dieser Absicht zuvörderst die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, 
welche, von dem jrfachen Puncte der gegebenen Curve: 

aus , an diese sich legen lassen. Zu diesem Ende wollen wir , wie in der 65. Nummer, die 
vorstehende Gleichung vollständig differentiiren und dann , nach der Differentiation dp durch 
p und dq durch q ersetzen. Auf diesem Wege gelangen wir, mit Berücksichtigung des Theo- 
rems über homogene Functionen zu der nachstehenden Gleichung: 

9^t + (^+l)^g+i + • • • + lÄ = o, 
und aus der Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung der Curve ergibt sich : 

(n— 5r)-2"g + (n— jr— 13:?g+i + • • + -2n-i = o. 
Diese Gleichung stellt eine Curve der (it~l). Ordnung dar, welche ebenfalls im Durchschnitte 
der beiden geraden Linien P und Q einen j^fachen Punct hat und zwar in der Art, dass die 
g Tangenten der beiden j^fachen Puncte zusammenfallen. Jeder der g Zweige der einen 
Curve, welcher durch den j^facheu Punct geht, schneidet die andere Curve so, dass (^+1) 
Durchschnittspuncte in diesem Puncte zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der 
Durchschnittspunete der beiden Cur\'en , wenn Mir von denjenigen , welche in den jrfachen 
Punct fallen, absehen, auf: 

«(n— 1) — ^f^+1). 
Dasselbe ist also auch die Anzahl derjenigen Tangenten , welche sich, von dem jrfacheu Piui- 
cte aus , an die gegebene Curve legen lassen , und auf welchen die Berührungspuncte nicht 
mit diesem Puncte zusammenfallen. Jede solche Tangente, welche, des ^fachen Punctes we- 
gen, g(g — 1) Mal gezählt werden muss, ist als eine Pseudo-Doppeltangente anzusehen. 
Diess gibt in der Anzahl der Doppeltangenten eine erste Reduction von 

g(g—i^ \ n(»-l) - ^(J+I) j 
Einheiten. Die noch übrige Reduction betriffi; diejenigen Doppeltangenten, die der ^fache 
Punct unmittelbar verschlingt, in der Art, dass, wenn wir diesen Punct in J^Cjr— 1) 
Doppelpuncte auflösen, je zwei dieser Doppelpuncte , im Allgemeinen, vier gemeinschaftliche 
Tangenten haben. Ich sage im Allgemeinen , denn der Gedanke liegt nicht fern , dass es 
hierbei einen Unterschied mache, ob die beiden Doppelpuncte aaf demselben Zweige liegen 
oder nicht Es beträgt aber die noch übrigbleibende Reduction: 

g(g-l^\nin^l^ — Igig-^iy — 6| — j(jr-i){«(n-l) — ^(^1)| 

= i9(9-l)\g(9+^) — 10} =r. 
Mir wollen , der Kürze halber , 
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setzen j dann kaben wir s' + s"^Sy und die obij^e Anzahl der DoppeItan|fenten , welehe der 
güiche Punct unmittelbar Ferschlingt , ist dordi den folgenden AusdruclL gegeben : 

4*' + 8*" = r. 

In Beziehung auf diesen Ausdruck bemerken wir Folgendes. Es lassen sich überhaupt 
die lg(g — 1) Doppelpuncte auf ^malige Weise paarweise zusammenstellen. Von diesen Dop- 
pelpuncten liegen (^—1) auf jedem Zweige ; diese lassen sich auf 5(^—l)(^—2)malige Weise 
zu zwei combiniren; wonach unter s Combinationen s" Combinationen von solchen zwei 
Puncten, die demselben Zweige und also 8 Combinationen von Puncten, die zwei verschie- 
denen Zweigen angehören, sich befinden. Wir kommen auf diesem Wege zu der wahr- 
scheinlichen Erklärung, dass jede Combination zweier derjenigen Doppelpuncte, in welche der 
jrfache Punct sich auflösen lässt, je nachdem diese Puncte auf zwei verschiedenen oder auf 
demselben Zweige liegen, vier oder acht Doppeltangenten fortnimmt. Es würde eine 
grosse Divinations - Gabe dazu gehören , ohne einen analytischen Fingerzeig ein solches Re- 
sultat aus unmittelbarer Anschauung herzunehmen, und viel Kühnheit, bloss auf diese gestützt, 
es zu behaupten. — 

91. Wir können die Formeln der 87. Nummer, nach dem ihrer Construction zu Grunde 
liegendem Princip , auch unmittelbar auf denjenigen Fall erweitem, dass die Curve mehrere 
vielfache Puncte und neben diesen zugleich auch Doppelpuncte und Spitzen erster Art hat. 
Wir wollen hier aber nicht über dreifache Puncte hinausgehen. 

Wenn eine Curve der n. Ordnung w dreifache Puncto aber keine Doppelpuncte hat, so 
bestehen die folgenden Zahl -Bestimmungen: 

m = ii(n— 1) — 6» , 

V = 3ji(ii— 2) — ISWj 

u = JnCn— 2)(ii2^9) — 6ir(ii(n-l) — 8) + 18ip(ir— 1),*) 

n = rnCin— 1) — Sic — 3i;. 

Für Curven der 6. Ordnung ergeben sich hier die folgenden drei Fälle : 

» = 1, » = 24, r = 54, 11 = 192, 
» = 2, m = 18, t? = 36, tt = 96, 
tp = 3, m = 12, 17 = 18, u — 26. 

Wir könnten auch v = 4 setzen, und erhielten dann: 

»1 = 6, t? = 0, w = 12. 

In diesem Falle aber löset sich die Curve der 6. Ordnung in ein System dreier durch die- 
selben vier Puncte gehenden Kegelschnitte auf, welche, in Uebereiustimmung mit den letzten 
Resultaten , keine Wendungspuncte und zu je zwei vier gemeinschaftliche Tangenten haben. 

92. Wenn eine Curve, neben w dreifachen Puncten, zugleich noch x Doppelpuncte und 
jf Spitzen erster Art hat, so ergibt sich das System der folgenden vier Gleichungen: 



*) Die ReducÜoo in diesem Falle nt nemlich offenbar das wfadie derjenigen, die in dem Falle eines 
einzigen dreifachen Punetes SCaU findet, weniger 36 Mal (zwei dreifadie Puncte haben 36 ge- 
meinschafUiche Pteudo - Tangenten) die Anzahl der Combinationen der w dreifachen Piincle zu 
zwei. 



228 



Zweiter Abschnitt. Singulare Puncte und Linien. 



m = ii(n— 1) — to — % — 6ip , 
V = 8ji(ii-"2) — 9x — Öy — 18ir, 
u = J»(JI— 2)(Ji2— 9) — (2x-4-3yXJi(n— 1) — 6) ~ 6ip(ii(]i-l) — 8) 

n s Bi(m— 1) — 2ic — Sr. 

Bei Curven der 5. Ordnung mit einem drei&chen Puncte stellen sich hiernach die 
folgenden möglichen Fälle heraus: 
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Die Entwicklungen des vorstehenden Paragraphen könnten wir weiter verfolgen, und 
insbesondere auch auf diejenigen Falle ausdehnen, wo, indem die Tangenten eines mehrfa- 
chen Punctes alle oder zum Theil zusammenfallen, die Curve in diesem Puncte irgend eine 
der mannigfaltigen Gestaltungen erhält, die übeihaupt möglich sind und mit denen wir uns 
im ersten Paragraphen dieses Abschnittes beschäftigt haben. Doch diese Untersuchungen wttr- 
den uns hier zu sehr ins Besondere fahren. Wir brechen dieselben darum hier ab. — 



§.5. 

1Ve%er Doppel-Tang'eitteift 4er Oarven« Insofferit nuut sielt diese dürcli elneitPiinet 
feesclirie^en, vorstellt« Discussioit der allffemeiifteift Olelcliwjiur der C^vrveit der 

vierten Ordnwng' unter der Vomit pqrg ^ ^i2| = o. 

93. Sobald wir. uns eine Curve durch eine gerade Linie umhüllt vorsteilen und, dem 
entsprechend, durch eine Gleichung zwischen Linien - Coordinaten ausdrücken, so sind die 
Untersuchungen über Doppel-Tangenten den Untersuchungen über Doppelpuncte, wie wir sie 
in den ersten Paragraphen dieses Abschnittes, wo wir uns die Curve, als durch einen Punct 
beschrieben, vorstellen, ganz analog, und alle bisher gewonnenen Resultate lassen sich 
durch das Princip der Reciprocität unmittelbar übertragen. Eine ganz andere Gestalt aber 
nimmt die Frage an , wenn wir die bisher vorzugsweise zu Grunde gelegte Vorstellung von 
der Beschreibung einer Curve durch einen Punct und die Darstellung derselben durch Punct* 
Coordinaten (wenn wir wollen, geMdhnliche Parallel-Coordinaten) festhalten, und dann nach 
den Doppel-Tangenten der Curve fragen. Hierüber existiren, soviel ich weiss, noch keine 
Untersuchungen. In der ersten Nummer des ersten Paragraphen dieses Abschnittes habe ich 
bereits darauf hingedeutet , wovon, im Allgemeinen, die analytische Bestimmung der Doppel- 
Taugenten abhängt. Ich finde indess auf diesem Wege Schwierigkeit, auch nur die Anzahl 
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der Doppd-Tugenteii einer Curve der 4. Ordnimg m hesüwuntn. *) Unsere Betraditinigs. 
weisen gestaUen ins indess, diesen Gegenstand, so weit er die Curven dieser Ordnung be. 



*) Um (liefe analytische Bestiininung zu machen, bietet sich mir kein kürzerer Weg dar, als der fol- 
gebde, der aus demselben Princip hervorgeht, auf welches Enler, am Ende des 19. Capitels des 
2. Buches seiner Einleitung in die Analysis, seine Eliroinations-Methode gegründet hat. 
Wenn wir zwischen der Gleichung einer gegebenen Curve der vierten Ordnung: 

A4 = F(q,p) « o, 
und der Gleichung: 

q ■■ «P + y» 

welche , bei gehöriger Bestimmung der beiden Coustanten x und y jede beliebige gerade Linie dar- 
stellen kann, die eine der beiden linearen Functionen, etwa q, eliminiren, so ergibt sich eiiy Glei- 
chung von der folgenden Form: 

Ap* + Bp> + Cp* + Dp + E =3 o. («) 

Die Coefficienten in dieser Gleichung enthalten, neben den 14 linearen Constanten der gegebenen 
Curve, die beiden unbestimmten Coef6cienten bis zur 4. Potenz. Machen wir die doppelte Be- 
stimmung, dass die vorstehende Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln habe, so erhalten wir da- 
durch zwei Bedingungs - Gleichungen zwischen den Coefficienten dieser Gleichung, welche zur Be* 
Stimmung von x und y hinreichen. Die bezügliche gerade Linie wird alsdann zur Doppel-Tangente 
und die beiden gleichen Wurzeln der vorstehenden Gleichung geben die beiden Beruhrungtpuncte auf 
den beiden Doppel - Tangenten. 

Differentiiren wir zuvörderst, um jene beiden Bedingung!- Gleichungen abzuleiten, die Glei- 
chung (a) , so kommt : 

4Ap» + 3Bp» + QCp + D =e o , (b) 

und es bleibt nur noch übrig auszudrucken, dass die beiden Gleichungen (a} und (^} einen gemein- 
schaftlichen Factor des zweiten Grades haben. Stellen wir diesen durch: 

p» + Fp + G, 
dar, so ergeben sich, indem wir durch T, U und V drei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, die 
folgenden beiden Form* Bestimmungen: 

Ap^+Bp»+Cp^-t-Dp-f-R • 

FRp+^i - Ap»+Tp+Ü , 

4Apf+3Bp»+2Cp+D 

pi-f-Fp-i-G ~ =*Ap-r^» 

und hieraus die identische Gleichung: 

Ap4-f.Bp»+Cp^+Dp+E _ 4Ap»+3Bp^+2Cp^^D 
Api^-Tp-f-U "~ 4Ap+V ' 

welche bis zum 5. Grade ansteigt, und in welcher die Coefficienten aller einzelnen Potenzen von p 
verschwinden müssen. Hiernach -finden wir die folgenden Relatiouea; 

A(V-4T+B) = o, 
BV— 3BT— 4AÜ+2AC « o, 
CV— 2CT^3BU+3AD = o, 
DV- DT -2CÜ+4AE «- o, 
EV «■ DU. 
Wenn wir zwischen diesen fünf Gleichungen die drei unbestimmten Coefficienten T, U und V eli- 
miniren, so erhalten wir die beiden verlangten Gleichungen. Eliminiren wir zuvörderst, durch 
Hülfe der letztem aus der zweiten, dritten und vierten den Coefficientea U, so kommt; 

V - 4T + B = o, 

(BD— 4AE)V — 3BDT + 2ACD = o, 

(CD-3BE)V — 2CDT + 3AD» .. o, 

(D»— 2CE)V — D»T + 4AED = o; 

und wenn wir femer, durch Hülfe der ersten Gleichung, T eliminiren, ergibt »Ich: 
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trifft, iirttt anzugreifen und in gewisser Hinsidit zu erschöpfen. Bei Curven der dritten 
Ordnung kann von Doppel-Tangenten noch nicht die Rede sein, weil die Existenz derselben 
voraussetzt, dass die Curve von einer geraden Linie wenigstens in vier Puncten geschnitten 
werde. Bei Curven der vierten Ordnung beträgt die Anzahl der Doppeltangenten plötzlich 
schon 28 und bei Curven höherer Ordnungen steigt dieselbe so schnell , dass von einer voll* 
standigen Discussion derselben füglich nicht mehr die Rede sein kann. 

9i. Indem wir die vier Asymptoten einer Curve der vierten Ordnung in Evidenz tre- 
ten lassen, erhalten wir, nach den frühem Betrachtungsweisen, für eine solche Curve die 
folgende Gleichung: 

pqrs -h /ißj = o. 

Diese Gleichung ist, weil sie vierzehn von einander unabhängige Constanten enthalt, die 
allgemeine der Curven der genannten Ordnung. Schreiben wir im zweiten Theile der vor- 
stehenden Gleichung, statt Sii, das Ou&^i'ä^ dieser Function, so bleibt sie vom vierten Grade 
und behält ihre vierzehn, von einander unabhängigen, Constanten. Sie ist also, nach wie 
vor, die allgemeine Gleichung der Curven der vierten Ordnung. Die in der neuen Gleichung: 

pqrs + iwßj = , (1) 

vorkommenden Functionen erhalten aber, in Beziehung zur Curve, eine ganz andere Bedeu- 
tung , welche sich sogleich aus der Form dieser Gleichung ergibt. 

Die Gleichung (1) wird auf viermalige Weise befriedigt , indem wir 

p = o 

q = o 

f 

8=0, 

setzen. Jede der \ier geraden Linien P , Q , R und S , welche den vier linearen Functionen 
p, q, r und s entsprechen , schneidet also die gegebene Curve vierter Ordnung so , dass die 
jedesmaligen vier Durchschnittspuncte paarweise zusammenfallen und zwar in den beiden 
Durchschuittspuncten derselben geraden Linie mit dem, durch die folgende Gleichung: 

ßj = o 

dargestellten Kegelschnitte. Hieraus folgt, dass die genannten vier geraden Linien, im All- 
gemeinen , Dop pel -Tangenten der gegebenen Curve vierter Ordnung sind und dass ein 
und derselbe Kegelschnitt i?^ durch die viermal zwei Berührungspuncte auf diesen vier Dop- 
pel-Tangenten geht. Wenn wir also drei Doppel-Tangenten, P, Q, R, einer gegebenen Curve 
der vierten Ordnung kennen und auf jeder der beiden ersten , P, Q, die beiden und auf der 
dritten, R, einen der beiden Berührungspuncte : so können wir durch diese fünf Puncte immer 
einen einzigen Kegelschnitt legen. Dieser Kegelschnitt, Qiy schneidet alsdann die dritte Tan- 
gente R auch noch in ihrem zweiten Berührungspuncte mit der gegebenen Curve vierter 
Ordnung. Derselbe Kegelschnitt schneidet diese Curve ausserdem noch in zwei Puncten; die- 
jenige gerade Linie , welche diese beiden Puncte verbindet , ist die vierte Doppel - Tangente 
S und die beiden Puncte selbst die Berührungspuncte auf ihr. 



_ ' ) und zugleich ß* = o, 



(BD— 16AE)V + (8AC-3B»)D =» o, 
(CD— 6BE)V + (6AD— BC)D « o, 
(3D»— 8CE)V + (16AE— BD)D s o. 

V 
Hiernach brauchen wir blets die drei Werthe für — aus diesen Gleichungen zu nehmen und ein- 
ander gleich zu fetzen. 
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Die Form iler Gleichung^ (1) spricht also , weil diese Gleichtuig die nothweiidige und 
hinreichende Anzahl von Constanten einschliesst, den nachstehenden Satz aus : 

Die drei Paare von Bertthrungspuncten auf irgend drei Doppel-Tan- 
genten einer gegebenen Curve vierter Ordnung bilden ein solches 
Sechseck, um welches ein Regelschnitt sich beschreiben lässt Der- 
selbe Kegelschnitt geht ausserdem auch noch durch die beiden Berüh- 
rungspuncte auf einer vierten Doppeltangente. 

95. Wenn wir in der Gleichung der Curve den constanten Coeüficieuten isoliren, so 
kommt: 

pqrs 

Auf welchen Punct die Function Qj auch bezogen werden mag , der Werth Von i2| bleibt 
immer positiv ; für eine gegebene Curit^e hat fc einen gegebenen Werth. Hiernach zeigt die 
vorstehende Gleichung , dass , wenn für verschiedene Puncto der Curve die vier linearen 
Functionen p, q, r und s ihr Zeichen ändern , diess immer nur in der Art geschehen kann, 
dass das Zeichen des Productes aller vier immer dasselbe bleibt. Um also von einem Puncte 
der Curve zu einem andern zu gelangen , müssen wir nothwendig eine gerade Anzahl der 
vier Doppel-Tangenten P, Q, R und S überschreiten, wenn überhaupt eine von diesen Tan- 
genten überschritten wird. Wenn wir also irgend einen Punct der Curve kennen und diese 
vier Doppeltangenten derselben gegeben sind, so können wir unmittelbar darüber entschei- 
den, in welchen der elf von diesen Doppel-Tangenten gebildeten Flächen-Räumen die Curve 
sich erstrecken kann. 

96. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S kann, unabhängig von den drei übri- 
gen, den Kegelschnitt Ü2 in zwei reellen Puncten schneiden, diesem Kegelschnitte gar nicht 
begegnen oder endlich denselben berühren. Es sind, dem entsprechend, in der Voraussetzung, 
dass die Doppel-Tangenten, und hiernach auch die linearen Functionen p, q, r und s reell 
sind , in Beziehung auf jede der Doppel-Tangenten, drei verschiedene Fälle zu unterscheiden. 

1) Zwei reelle Zweige der Curve berühren die Doppel- Tangente in zwei verschiede- 
nen Puncten ; 

2) die beiden Curven - Zweige und zugleich mit ihnen also auch die beiden Berüh- 
rungspuncte sind imaginär; 

3) die beiden Berührungspuncte fallen, in dem Uebergangs - Falle , zusammen. 

So Mie die beiden Durchschnittspuncte einer geraden Linie mit dem Kegelschnitte ii^ 
nothwendig beide reell oder beide imaginär sind , so sind auch die beiden Curven - Zweige, 
welche eine Doppel-Tangente 'berühren, beide reell oder beide imaginär. In dem Uebergaugs- 
Falle ist von den beiden Erstreckungen jedes der beiden berührenden Curven - Zweige , vom 
Berührungspuncte aus, die eine verschwunden; die übrig gebliebene des einen Zweiges setzt 
sich in der übrig gebliebenen des andern Zweiges fort, so dass diese beiden Zweige, welche 
M'ir uns als einen einzigen Zug bildend vorstellen können, durch einen einzigen ersetzt Wer- 
den, der in demjenigen Puncte, in welchem die beiden Berührungspuncte zusammengefallen sind, 
von der Doppel-Tangente vierpunctig osculirt wird. Zugleich gewinnen wir 
auf diesem Wege die Anschauung, wie in einem solchen Osculationspuncte zwei Wendungs» 
puncto sich vereinigen. 

Der Uebergang von reellen zu imaginären Berührungspuncten auf einer reellen Doppel- 
Tangente setzt hiemach voraus, dass^ die beiden reellen Zweige diese Doppel -Tangente auf 
derselben Seite berühren. Ob überhaupt diese Berührung auf derselben oder auf entgegen- 
gesetzter Seite einer Doppel -Tangente P Statt findet, ergibt sich unmittelbar, wenn wir 
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fcerficksicktif en j wie , avf dieser Doppel-Tan^ente ixt beide« Puncte, Kt imil K^, in welchen 
sie von dem Kegelschnitte il. geschnitten wird, in Beziehung auf ihre drei Durchschh^te Qi, 
Ri und Si, mit den drei zugehörigen Doppel-Tangenten Q, R und S liegen. Liegt keiner 
dieser drei letztgenannten Puncte oder liegen zv!t\ derselhen zwischen den beiden Puncten 
Kl und K2 , so berühren zwei reelle Curven - Zweige die fragliche Doppel . Tangente P 
auf derselben Seite. Liegt hingegen einer der drei Puncte Qi, Ri und S|, oder liegen diese 
Puncte alle drei zwischen Kt und K2 , so berühren die beiden reellen Curven -Zweige ihre 
gemeinschaftliche Tangente P auf entgegengesetzter Seite. Diese Behauptung ist eine un- 
mittelbare Folge aus den Bemerkungen der vorigen Nummer. 

Die Situations^Bestimmungen, die wir so eben in Beziehung auf die Doppel- Tangente P 
gemacht haben, übertragen sich unmittelbar auch auf die drei zugehörigen Doppel-Tangenten 
Q , R und S. Wenn, zum Beispiel, der Kegelschnitt £1^ die Durchschnittspuncte je zweier der 
vier Doppel - Tangenten alle sechs umschliesst, so wird jede dieser Doppel - Tangenten auf 
entgegengesetzter Seite berührt. Jede derselben wird beidesmal auf derselben Seite berührt, 
wenn diese vier Doppel-Tangenten etwa ein Trapez bilden, dessen Seiten den Kegelschnitt 
Qi so schneiden , dass die vier Winkelpuncte ausserhalb desselben liegen. 

Die Form der Gleichung (1) zeigt, dass auch dem nichts entgegensteht, dass die Dop- 
pel-Tangenten P, Q, R und S alle vier in demselben Puncte sich schneiden, und insbeson- 
dere auch alle vier parallel sind. Den Lauf der Curve können wir hier im Allgemeinen 
leicht bestimmen. 

97. Jede der fraglichen Doppel -Tangenten kann allein für sich und zugleich mit an- 
dern eine vierpunctig osculirende sein. Insbesondere können auch alle vier osculirende sein, 
was dann der Fall ist, w'enn der Kegelschnitt ilj die geraden Linien P, Q, R und S alle 
vier berührt. Aus dem ersten Theile des Satzes der 94. Nummer folgt, dass, wenn eine Curve 
der vierten Ordnung drei vierpunctig osculirende Tangenten hat, ein und derselbe Kegelschnitt 
diese drei Tangenten in den drei Osculationspuncten berührt. Dieses Resultat könn^ wir 
auch auf die nachstehende Weise ausdrücken. 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei vierpunctig osculirende Tan- 
genten hat, so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien, welche 
man erhält, wenn man den Durchschnitt je zweier dieser Tangenten mit 
dem Osculationspuncte auf der dritten verbindet, in demselben Puncte. 

98. Wenn sich zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S, etwa die beiden ersten, 
in demselben Puncte des Kegelschnittes £li schneiden, so muss die Curve vierter Ordnung, 
welche durch die Gleichung (1) dargestellt wird, damit auf jeder der beiden geraden Linien 
P und Q zM'ei Durchschnittspuncte zusammenfallen, einen Doppelpunct haben, der in den 
Durchschnitt dieser Linien flällt. Diese Linien selbst sind hiemach zwei Tangenten , welche, 
von dem Doppelpuncte aus, an die Curve gelegt sind. 

Wenn der Kegelschnitt j?^. durch zwei der sechs Durchschnittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, so hat die Curve zwei Doppelpuncte, welche mit diesen 
beiden Durchschnitten zusammenfallen. Es kann hier ein doppelter Fall Statt finden. Es 
wird entweder eine jener geraden Linien , etwa P , von zwei der drei andern , etwa von Q 
und R auf dem Kegelschnitte Sii geschnitten, oder es schneiden sich die vier geraden Linim, 
paarweise , etwa P und Q, R und S, auf diesem Kegelschnitte. Im ersten Falle ist P dieje- 
nige gerade Linie , welche die beiden Doppelpuncte yerbindet , Q und R sind zwei Tangen- 
ten, welche, von den beiden Doppelpuncten aus, an die Curve gelegt sind^ während S eine 
eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist. Im zweiten Falle rind P und Q zwei, von dem 
einen, und R und S zwei, von dem andern Doppelpuncte ans, an die Curve gelegten Tan- 
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gentenu Im ersten Falle erhalten wir, indem wir eine neue lineare Function t einführen, 
unmittelbar die folgende Form-Bestimmung: 

^2 = pt + xqr, 
und mithin fttr die Glriehung der Cunre selbst die folgende mit ihren nothwendigen 

4 7 

-—- — 2 = 12 Constanten : 
1 . :S 

pqrs 4- fi(jftr¥icqry = o, , 

Im zweiten Falle können wir, nach Einführung dreier constanten CoefGicienten, 

ßj = p(r+^8) 4- J'qCr+X's) 

setzen und erhalten alsdann für die Gleichung der Curve die folgende mit den nothwendigen 

12 Constanten: 

pqrs + iw[p(r+^8) + jq(r+Vs)]2. 

Wenn der Kegelschnitt ^^2 durch drei der sechs Durchschnittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, die natürlich nicht in gerader Linie liegen können , so hat die 
Curve drei Doppelpuncte. Wir haben hier wiederum eine doppelte Unterscheidung zu 
machen. Es können die drei Durchschnittspuncte die Winkelpuncte des voq irgend drei der 
vier geraden Linien, etwa von P, Q und R, gebildeten Dreiecks sein, oder auch drei Win- 
kelpuncte irgend eines der drei, von jenen vier Linien gebildeten, einfachen Vierecks, etwa 
die Durchschnitte von P mit Q und von R mit P und S. Im ersten Falle sind die geraden 
Linien P , Q und R diejenigen , welche die drei Doppelpuncte zu j^ zwei verbinden, 
wahrend S eine eigentliche Doppeltangente bleibt. Im zweiten Falle verbinden P und 
R den einen Doppelpunct mit den beiden andern, während Q und S zwei solche Tan- 
genten der Curve sind, welche bezüglich durch die letztgenannten beiden Doppelpuncte ge- 
hen. Im ersten Falle können wir die Function Sii auf nachstehende Art näher bestimmen: 

^2 = pq + xpr 4- Aqr, 

4 7 
und erhalten alsdann, für die Gleichung der Curve, die nachstehende mit den 7^ ^ 3 = 11 

nothwendigen Constanten: 

pqrs + A'Cpq+'^P'^+^qr)^ = o* 
Im zweiten Falle können wir 

fij = p(r+As) + xqr 

setzen, wonach die Gleichung der Curve die folgende Form mit den nothwendigen 11 Con- 
stanten annimmt: 

pqrs 4- i"[p(r+^s>fxqr]2 = 0. 

Es kann endlich der Kegelschnitt iij auch durch vier der sechs Durchschnittspuncte 

der geraden Linien P, Q, R und S gehen, etwa durch die vier Durchschnitte von P und S 

mit Q und R. Dann erhalten Mir: 

.Q2 = ps + 9^qr , 

wonach die Gleichung der Curve, welche dann nur nodi 10 Constante einsi^Iiesst, die fol- 
gende wird: 

pqrs '+ ft(f6+xqry = , 

die wir auch felgendergestalt schreiben können: 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Gleichung der Curve in dem fraglichen Falle in zwei Glei- 
chungen des zweiten Grades sich auflöset, die reell oder imaginär sind, je nadidem 

4^x + 1 > o oder 4/vc 4- 1 -<: 0. 

Mir finden also auch hier die Bestätigung davon, dass eine Curve vierter Ordnung, wenn 
sie vier Doppelpuncte hat, in zwei, reelle oder imaginäre Kegelschnitte zerftUt 

30 
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99. Wir wollen fortfahren , die einzelnen unterg^eoriliieten Fälle hervorzuheben. 
Wenn eine der vier geraden Linien, etwa P, die Curve berfthrt und zugleich eine der 

übrigen 5 etwa Q, durch den Berührungspunct geht, so wird die Curve von P in vier zu- 
sammenfallenden Puncten geschnitten und hat zugleich im Durchsehrntte von P und Q einen 
Doppelpunct. In diesem schneiden sich also zwei solche Curven - Zweige , von welchen der 
eine in demselben einen Wendungspunct mit der Tangente P hat Die Gleichung der Curve 
hat alsdann von ihren Constanten, der doppelten Beziehung der beiden Linien P und Q zum 
Kegelschnitte ^2 wegen, zwei verloren. 

In dem Falle der folgenden Form mit nur 10 Constanten: 

pqrs 4- f^ifq+xv^y = o 

hat die Curve zwei Doppelpuncte in den beiden Durchschnittspuncten der Linie R mit den 
Linien P und Q. Zwei Curven -Zweige haben beide einen Wendungspunct in den beiden 
Doppelpuncten und beztiglich P und Q zu Tangenten« 

100. Die folgende Vorm mit 12 Constanten: 

p2qr + fiiil = 

ist die allgemeine der Gleichung einer Curve der vierten Ordnung mit zwei Doppelpuü- 
cten. Die gerade Linie P ist alsdann diejenige, welche die beiden Doppelpuncte verbindet, 
und den Kegelschnitt Q2 in diesen Doppelpuncten schneidet. Zugleich mit den Durchschnit- 
ten der Linie P und des Kegelschnittes, werden auch die beiden Doppelpuncte imaginär. 

Die beiden Doppelpuncte fallen, wenn die Linie P den Kegelschnitt ii^ berührt, in den 
Berührungspunct zusammen. Alsdann hat die Curve zwei Zweige, welche sich be- 
rühren und P ist ihre gemeinschaftliche Tangente. Die beiden geraden Linien Q und R 
sind irgend zwei beliebige Doppeltangenten. Sie können insbesondere auch vierpunctig oscu- 
lirende Tangeuten sein, oder auch in einem neuen Doppelpunct der Curve sich schneiden« 

101. Die folgende Form: 

p^q -hfxQl = 0, 

schliesst 10 Constante ein, und zeigt, dass die bezügliche Curve von dem Kegelschnitte ili 
so geschnitten wird, dass von den acht Durchschnittspuncten zwei auf Q liegen und zwei- 
mal drei auf P zusammenfallen. Diesem entspricht, dass die Curve zwei Spitzen erster 
Art hat , dass die gerade Linie P diese beiden Spitzen verbindet , dass der Kegelschnitt ^ 
durch diese Spitzen geht und die beiden Tangenten derselben zugleich auch Tangenten dieses 
Kegelschnittes sind ; dass endlich die gerade Linie Q eine Doppel - Tangente der Curve ist 
und die Bertthrungspuncte auf ihr ebenfalls auf dem Kegelschnitte ^ liegen. *) Diese Dop- 



VieUeidit ist et nicht gMU aberflüisig, deo Nenr dieser und aller ähnlichen Bf stiroraungen , noch 
deotlicher in das rechle Licht zu stellen. Dass die Gleichung des Textes eine Curve der fragli- 
chen Art darstellen kann, ist aus ihrer Form erwiesen; dass sie eine solche Curve aber 
wirklich darstellt, folgt daraus, dass diese von gerade so vielen Constanten abhängt als die 
Form dieser Gleichung einschliesst Es können zwei, auf zwiefache Art particularisirte Curven, wel- 
che von derselben Anzahl von Conslanten abhüngen, nicht durch dieselbe Form ausgedruckt wer- 
den, wenn diese nicht überzählige ConsUnten enthält Denn die Particularisation der Curve hält 
mit der Particularisation der Form ihrer Gleichung gleichen Schritt^ in der Art, dass jede Constante, 
welche di«M verliert, eine bestimmte Particularisation der Curve hervorruft. Wenn daher Alles, 
was eine Curve particnlarisirt , in der Form ihrer Gleichung ausgedruckt ist, so kann diese Glei. 
chung nicht mehr ConsUnten haben, als die Anzahl derjenigen Conatanten betagt, von denen die 
particulnriiirte Carve abhängt Sie kann weniger ConsUnten haben , dann aber Ist Ihre Form 
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peKTangente ist nach der Tabelle der 74. Nmnmer die eins ige d^Curve, und also immer 
reell. Die Bertthmngspunete auf ihr können indes«, je nachdem sie dem Kegelsdinitt iäj be- 
gegnet oder nicht, oder ihn berflhrt, reell oder imaginär sein, oder, indem sie in eine vier- 
pnBct% osculirende Tangente übergeht, zusammenfallen. 

Wenn die Linie P insbesondere den Kegelschnitt ^2 berfthrt, so erhalt die Curve , dem 
Zusammenfallen der beiden Spitsen erster Art entsprechend, zwei sich einander, so wie den 
Kegelschnitt Sii dreipnnctig osculirende Zweige, weldie die Linie P zur gemein- 
samen Tangente haben. Die Linie Q bleibt , nach wie vor , die einzige Doppel - Tangente 
der Curve. Der Sat« der 94. Nummer verliert hier sdine Bedentung, weil immer ein Kegel- 
schnitt sich beschreiben lässt, der den einen und also auch den andern der beiden sich oscu- 
lirenden Curven- Zweige im Osculationspuncte dreipnnctig osculirt und zugleich durch zwei 
gegebene Puncte, die beiden Berfthrungspuncte auf Q, geht 

102. Der Kegelschnitt £2. kann in ein System von zwei geraden Linien ausarten, und 
diess wird jedesmal dann geschehen, wenn auf drei DoppeUTangenten der Curve drei Berflh- 
rungspuncte in gerader Linie liegen. Dann ist die allgemeine Gleichung der Curve die fol- 
gende mit 13 Constanten : 

pqrs + M^u^ ~ <>• 
Diese Form enthalt also den folgenden Satz : 

Wenn auf irgend drei Doppel-Tangenten drei Berührungspuncte in 
gerader Linie liegen, so liegen die drei zweiten Berührungspuncte auf 
einer zweiten geraden Linie und diese beiden geraden Linien schneiden 
die Curve noch in zwei, immer reellen Puncten, in welchen dieselbe von 
einer vierten Doppel-Tangente berührt wird. 

Die beiden geraden Linien T und U könnien sowohl reell als auch imaginär sein. In 
dem letztern Falle reduciren sie sich auf ihren, immer reellen, Durchschnittspunct. Die letzte 
Gleichung können wir alsdann durch die folgende ersetzen: 

pqrs + id(m-x^u^y = 0. 
Es ist klar, dass in dem Falle, wo die beiden fraglichen geraden Linien reell sind, jede 
der vier Doppel -Tangenten die Curve in zwei reellen Puncten berührt; dass aber in dem 
Falle , wo diese beiden geraden Linien imaginär sind , auch die Berühnmg^uncte auf den 
vier Doppel - Tangenten , alle acht zugleich, imaginär werden. Den untergeordneten 
Fall, dass die beiden geraden Linien T und U zusammenfallen, werden wir in der folgen- 
den Nummer besonders hervorheben. 

Wenn eine der vier Doppel-Tangenten durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien 
T und U geht, so schneiden sich in diesem Puncte zwei reelle Curven- Zweige, von denen 
der eine, mit der Tangente P, in demselben einen Wendungspunct hat. Die geraden Linien 
Q, R und S sind drei gewöhnliche Doppel -Tangenten, berühren aber die Cur^^e entweder 
alle drei zugleich, in reellen oder, alle drei zugleich, in imaginären Puncten. Die allge- . 
meine Gleichung der Curve, mit den 12 noth wendigen Constanten ist die folgende: 

(t+xu)qrs + ^t^u^ = o. 



nicht die allgemeine der fraglichen Gurren und bezieht lich also auf Curven, die mehr noch parti- 
cuiarisirt sind. 

Je weiter wir in unsern Untersuchungen vordringen , desto mehr werden wir davon durch- 
drungen, wie gross die Rolle ist, welche in denselben das Zählen der Constanten spielt. Dieses 
Zahlen ist eine so einfache, Sacke, aber ohne zu zahlen, wür^len wir oft in Unbestimmtheit uns 
verlieren. 
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Wenn ngfleich 2wei der ner Doppel - Tang^enten, etwa P aud Q, durch den Durchschiiitt 
der beiden g^eraden Linien T und U gehen, so haben beide Curven- Zweige zugleich in dem 
Doppelpuncte einen Wendungspunct P und Q sind die beiden Tangenten des Wendungspun^- 
ctes ; R und S zwei gewöhnliche Doppel-Tangenten, welche beide die Curve in reellen oder 
beide in imaginären Puncten berühren. Allgemeine Form mit 11 Constanten: 

(t4-J«u)(t+x u)rs + ittt^u^ = 0. 
Die beiden Tangenten P und Q können sowohl imaginär als reell sein. 

Zugleich erhalten wir, da eine Curve mit einem Doppelpuncte der fraglichen Art, allein 
dieses Punctes wegen, drei ihrer Constanten verloren hat^ den folgenden Satz: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct 
hat, in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wendungspuncte, 
sich schneiden, so ordnen sich die Doppel-Tangenten der Curve in der 
Art paarweise zusammen, dass man die beiden Beröhrungspunete auf 
einer Doppel-Tangente jedes Paares mit den beiden Berührungspuneten 
auf der andern Doppel-Tangente desselben Paares durch zwei gerade 
Linien, welche in dem Doppelpuncte sich schneiden, verbinden kann. 

Wenn die beiden Tangenten P und Q zusammenfallen, so hängt die Curve nur von 10 
Constanten ab und ihre Gleichung nimmt die nachstehende Form an: 

(t4-J<u)2rs + fit^ü^ = 0. 
Die Curve hat alsdann zwei sich bertthrende Zweige, wozu aber noch, weil dadurch allein 
die Anzahl der Constanten sich nur auf 11 reduciren würde, die neue Bedingung kommt, 
dass zwei Berührungspuncte auf zwei Doppel - Tangenten , R und S , mit dem Bertthrungs- 
puncte der beiden Curven - Zweige in gerader Linie liegen. Dann liegen auch die beiden 
übrigen Bertihrungspuncte, auf den beiden Doppel-Tangenten, mit dem Berührungspuncte der 
beiden Curven - Zweige in gerader Linie. 

Wenn drei der vier Doppel-Tangenten, nach unserer ursprünglichen Bezeichnung, etwa 
P, Q und R durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien T und U gehen, so fallen auf 
jeder derselben, in diesem Durchschnitte, vier Puncte zusammen. Die Curve hat alsdann 
einen dreifachen Punct; die bezeichneten drei geraden Linien P, Q und R sind die drei 
Tangenten dieses Punctes, während S allein eine leigentliche Doppel-Tangente geblieben ist. 
Es ist klar, dass auch hier, je nachdem die beiden geraden Linien T und U reell oder ima^ 
ginär sind, diese Doppel -Tangente die Curve in reellen oder imaginären Puncten berührt. 
Die Gleichung der Curve mit den, vom vorliegenden Falle geforderten, 10 Constanten ist die 
folgende : 

(t+xu)(t+x u)(t+x"u)s + itiVn^ = 0. 

Es werden also die drei Tangenten des dreifachen Punctes durch die drei Gleichungen: 

t 4- XU = o, t +x'u = o, t -+ x"u = 0, 

dargestellt Es können von diesen drei Tangenten zwei imaginär sein. Dann geht ein 
Zweig der Curve durch einen conjugirten Punct derselben , so dass dem Auge die Singula- 
rität sich verbirgt 

Wenn zwei der drei Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen, und demgemäss eine 
Spitze erster Art auf einem Zweige der Curve steht, so geht die Gleichung der Curve, in- 
dem die Anzahl ihrer Constanten sich auf 9 reducirt, in die folgende über: 

(t+xu)2(t+xu)s + jut^u^ = o. 
Endlidi können auch die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen; 
dann geht nur ein einziger Zweig der Curve durch diesen Punct Die Gleichung der Curve, 
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mit den 8 nothweudigeii ConsUnten^ ist dann die folgende: 

(t+ien)^ + fit^vt^ ^ o. 

103b Wenn die beiden, den Keg^Iscbniit £2 vertretenden geraden Linien in eine ein- 
sige, susammenfallen , so ergibt sich die folgende Föhn mit 11 Constanten : 

pqrs + jut* = 0. 
Alsdann bat die bezügliche Curve vier vierpunrtig oscnlirende Tangenten, und die vier Os- 
cttlationspuncte auf diesen vier Tangenten liegen in geradei^ Linie. Zugleich ergibt sich, weil 
die Form der vorstehenden Gleichung nur drei Constante verloren hat, der folgende Satx: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung drei vierpuuctig osculirende 
Tangenten hat, und auf diesen die Osculationspuncte in gerader Linie 
liegen, so hat sie auch noch eine vierte solche Tangente und dieselbe 
gerade Linie geht auch durch den Osculatio'nspnnct auf dieser. 

Wenn sich zwei der vier Tangenten auf der gerade Linie T schneiden, so geht die 
Gleichung der Curve, indem sie nur 10 Constante behalt, in die folgende über: 

p(p+U)rs 4- M* = o. 
Die Curve hat alsda&n einen Doppelpunct und die Zweige derselben, welche in diesem Dop- 
]^elpuncte sich schneiden, haben in demselben beide einen Wendungspunct. Damit aber die An- 
zahl der Constanten , von welchen eine solche Curve abhängt, auf 10 heruntersinke, bedür- 
fen wir noch einer Bedingung und diese finden wir darin , dass die Curve eine vierpunctig 
osculirende Tangente habe. Hiernach tritt uns zugleich der nachstehende Satz entgegen: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct, 
in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem WenduQgspuncte, sich 
schneiden und zugleich eine vierpunctig osculirende Tangente hat, so 
hat sie ausserdem noch eine zweite solche Tangente, und die beiden 
Osculationspuncte auf diesen beiden Tangenten liegen mit dem Dop- 
pelpuncte in gerader Linie. 

Die beiden Tangenten P und Q können reell und imaginär sein und insbesondere auch 
zusammenfallen. In diesem letztem Falle erhalten wir die folgende Form mit 9 Constanten: 

p^rs + i"t^ =? 0. 
Die Curve bat alsdann zwei sich berührende Zweige, und zwei rierpunctig osculi- 
rende Tangenten, auf welchen die Bertthrungspunctemit dem Berührungspuncte der beiden 
Zweige in gerader linie liegen. 

Wenn drei der vier Tangenten , etwa P , Q und R , in demselben Puncte der Linie T 
sich schneiden, so ergeben sich die folgenden drei Formen, welche bezüglich von 9, 8 und 
7 Constanten abhängen: 

p(p+xu)(p-fx u)s + jUt* = o , 

P%+XU)8 + /*t^ = O, 

P'^ 4- /«t"* = 0. 
Dann hat die Curve einen dreifachen Punct und ausserdem eine vierpunctig osculirende 
Tangente* Der dreifache Punct particiUarisirt sich hier, wie am Ende der vorigen 
Nummer. 

104. Wir haben noch nicht alle Forröen erschöpft ; es können auch, indem wir wieder- 
um von der allgemeinen Form : 

pqrs -f inill = , (1) 

ausgehen, mehr als zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S in demselben Pun- 
cte des Kegelschnittes Si^ sich schneiden. 

Nach der 96. Nummer erhält die Curve, indem sie eine ihrer Constanten verliert, einen 
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Doppelpunct , wenn zwei der fraglichen vier geraden Linien durch denselben Piroct des Ke- 
gelschnittes £2^ gehen. Die Curve verliert zwei ihrer Constanten , wenn drei jener geraden 
Linien, sie verliert deren drei, wenn diese geraden Linien alle vier in demselben Puncte des 
Kegelschnittes ^2 sich schneiden. Also muss die Curve in diesen beiden Fallen noch einer 
weitern Beschränkung unterworfen sein ; sie kann nicht bloss einen gewöhnlichen Doppel- 
punct haben : es ist dieser Doppelpunct nothwendig von einer besondem Art. ^) Wir wollen, 
um in den genannten beiden, und allen untergeordneten, Fällen die Natur des Doppelpundes 
auf die leic-hteste Weise zu erkennen, von einem andern Gesichtspuncte aus, die allgemeine 
Gleichung der Curve discutiren. 

105. Wenn wir die Function iSj auf irgend einen gegebenen Punct beziehen, so können 
wir dieselbe als ein Froduct derjenigen beiden Segmente , die auf einer , nach gegebener 
Richtung durch den gegebenen Punct gelegten, geraden Linie, zwischen diesem Puncte und 
den beiden Durchschnitten mit dem bezüglichen Kegdschnitte liegen, construiren. Dieses 
Product ist , im Allgemeinen , noch mit einem constanten Coefficienten zu multiplidren. *^) 
Für Puncte , welche dem Kegelschnitte unendlich nah liegen, ist die Ordnung der Annäherung 
durch die Ordnung der Kleinheit des entsprechenden Werthes der Function Sij gegeben. So* 
bald die Curve der vierten Ordnung den Kegelschnitt i^^ nicht in einem reellen Puncte 
schneidet, verschwindet auch für keinen Punct der Curve der Werth der Function iiz. In 
der unmittelbaren Nähe eines solchen Punctes aber ist der Werth dieser Function nothwen- 
dig (im Allgemeinen) ein unendlich Kleines der ersten Ordnung. Die Gleichung der Curve 



gibt 



'^"/=^. 



und es kann hiernach üj äuf doppelte Weise ein unendlich Kleines der ersten Ordnung wer- 
den. Einmal, und das ist der allgemeine Fall, wenn eine der vier linearen Functionen, etwa 
p ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung ist, während die drei übrigen linearen Functio- 
nen q, r und s endliche Werthe behalten. Dann berührt die Curve der vierten Ordnung die 
Linie P in denjenigen Puncten , in welchen diese von dem Kegelschnitte £^2 geschnitten Mird. 
Die Form der Gleichung (1) ist hiernach, auch noch von anderer Seite her, gerechtfertigt. 
Das andere Mal erhält die Function iii auch dann einen unendlich kleinen Werth der 
ersten Ordnung , wenn p und q beide unendlich kleine Werthe dieser Ordnung haben, was vor- 
aussetzt, dass die Curve durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q geht« 
Dann hat die Curve einen gewöhnlichen Doppelpunct (96) 



*) Für den Gang unserer Untersuchungen im Allgemeinen ist die Umkehrung der Behauptung des Tex- 
tes nicht ohne Bedeutung. 

Wenn eine Curve einen gewöhnlichen Doppelpunct hat, so vertreten diejenigen Tangenten, 
welche, von dem Doppelpuncte aus, an die Curve sich legen lassen, eigentliche Doppel - Tangen- 
ten. Zwei solcher Tangenten treten in der folgenden Form (in Uebereiustimmung mit der 
98- Nummer) in Evidenz: 

pqrs + ^[2;+-2',p = o, 
wenn wir, wie früher schon, durch ^^ und J^ homogene Functionen des ersten und zweiten Gra- 
des bezeichnen. Aber vier, oder auch nur drei, solcher Tangeuten können wir nicht in derselben 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem bloss gewöhnlichen Doppelpuncte in Evidenz 
bringen» weil dann die Gleichung der Curve bezüglich die folgenden Kormen haben müsste: 

pq(p+*q)(p+^'q) + f^\^i+^\' = o, 

Pq(P+*q)r +fi\^,+A\* =» o; 
diesen Formen aber zwei und eine Constante fehlen. 

*) Vergleiche die 5. Nummer des ersten Abschnitts und die erste Nummer des »Systems.« 
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Weoi zugleich drei der vier Uiiearen Fimctioiten , elwap, q und r, unendlieh kleine 
Werthe der ersten Ordnung erbaltea, was voraussetzt , dass die drei geraden Linien P, Q 
und R in demselben Puncte der Curve sich schneiden, so wird Sij ein unendlich Kleines von 
der Ordnung 1|. Es hat die Curve der vierten Ordnung alsdann eine Spitze erster 
Art in den gemeinsamen Ourchschnittspunct jener drei geraden Linien und die Tangente 
dieser Spitze ist zugleich eine Tangente des Kegelschnittes ßi» Di^ Gleichung der Curve 
nimmt in dieser Voraussetzung die nachstehende allgemeine Form mit 12 Constanten an : 

Es kann femer der Werth der Function Öj auf mehrfache Weise * ein unendlich Kleines 
der zweiten Ordnung werden. Dann berührt der entsprechende Ke gelsdinitl die Curve 
vierter Ordnung. Einiiial gesciiieht diess, und das ist der allgemeinere Fall, wenn der Werth 
einer der linearen Functionen unter dem Wurzel - Zeichen ein unendlich Kleines der vierten 
Ordnung ist, wahrend für denselben Punct die Werthe der drei übrigen linearen Functionen 
endliche Werthe behalten. Dann hat die Curve eine vierpunctig osoilirende Tangente und 
wird von dem Kegelschnitte ßi in dem Osculationspuncte auf dieser Tangente berührt. (97) 

Es geschieht diess auch dann , wenn die Werthe der linearen Functionen p, q, r und s, 
alle vier zugleich unendlich klein (von der ersten Ordnung) werden. Diess setzt voraus, 
dass die vier entsprechenden geraden Linien sich in demselben Puncte, der zugleich auf der 
Curve^liegt, schneiden. Dann hat diese zwei, reelle oder imaginäre. Zweige, 
welche sich unter einander und zugleich auch den Kegelschnitt ßj in demselben Puncte be- 
rühren. Dieser Kegelschnitt geht überdiess durch die vier Berührungspuncte auf den vier 
Tangenten, welche, vom Berührungspuncte der beiden sich berührenden Zweige aus, an die 
Curve sich legen lassen. Die allgemeine, diesem Falle entsprechende Form mit 11 Constan- 
ten ist die folgende: 

pq(p+j^q)(p+*'q) + i"[-i+-2]' = o. ♦) 

Wenn fQr einen Punct der Curve die vier linearen Functionen unter dem Wurzel -Zei- 
chen wie eben , alle vier , unendlich klein werden , für eine derselben aber , etwa für p, die 
Ordnung der Kleinheit die zweite wird, so wird Hz ein unendlich Kleines vonder Ord- 
nung 2{. Die beztlgliche Form, mit 10 Constanten, ist die nachstehende: 

pq(p+>fq)(p+x'q) 4- ji^lv+^iV = «• 
Dann hat die Curve eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. P ist die Tangente 
dieser Spitze, wahrend den drei übrigen linearen Functionen solche Tangenten entsprechen, 
welche, von der Spitze aus, an die Curve gelegt sind. Der Kegelschnitt: 

fl, = p + :si , 

geht durch die drei Berührungspuncte auf diesen drei Tangenten und osculfrt zugleich die Spitze. 
Wenn diese Form sich in die folgenden beiden , in welchen die Anzahl der Constanten be- 
züglich 9 und 8 beträgt, particularisirt : 

pq^p+xq) + /u[p+2|J« = 0, 

pq3 + f^lv+^V = ö , 



') Ein Beispiel eines imaginären Contactes liefert insbesondere die durch die folgende Gleichung in 
gewöhnlichen Parallel - Coordinaten : 

(j*-»')(j'-43t') +(y» + x»-.2ax)* « o, 
dargesteUte Curve. Der imaginäre Contact hat auf der Axe der y Statt Ausser den isolirten Be- 
rahrungspuncte besteht die Curve nur aus zwei abgesonderten Ovalen. Der Contact wird ein reel- 
ler, wenn das Zeichen des quadratischen Gliedes der vorstehenden Gleichung sich ändert. 
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so erhält die Curve neben einer gewöhnlichen Spitze zweiter Art^ einmal 
(100) einen gewöhnlichen Doppelpunct, das andere Mal (101) eine Spitze er* 
ster Art. 

106. Der Werth der Function iij wird , wenn zwei der drei linearen Functionen unter 
dem Wurzel-Zeichen, etwa p und q, für einen Punct der Curve beide zugleich unendlich 
kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten, ebenfalls ein unendlich Kleines dieser Ordnung, 
vorausgesetzt, dass die beiden übrigen linearen Functionen, bezogen auf. denselben Puncto 
endliche Werthe behalten. Die erstgenannten beiden linearen Functionen können zugleich 
aber nur dann für denselben Fnnct der Curve unendlich kleine Werthe der zweiten Ordnung 
haben , wenn die beziiglichen geraden Linien beide Tangenten der Curve in jenem Puncto 
sind und also zusammenfallen. Dann erhalten wir also den schon am EInde der 100. Nummer 
bezeichneten Fall zweier sich berührenden Ctfrven -Zweige. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , wo , ausser dass zwei der vier linearen 
Functionen identisch geworden sind und für denselben Punct der Curve unendlich kleine 
Werth^ zweiter Ordnung erhalten , für eben diesen Punct auch noch eine dritte der vier 
linearen Functionen unendlich klein wird. Diesem entspricht die nachstehende Form mit 10 
Constanten : 

p-qr + i^lf+^aV = o. 
Die Function .ßj hat alsdann einen unendlich kleinen Werth von der Ordnung 2| und 
also die Curve eine gewöhnliehe Spitze zweiter Art P ist die Tangente dieser 
Spitze , Q eine von der Spitze aus an die Curve gelegte Tangente , und R eine eigentliche. 
Doppel - Tangente , auf welcher die Berührungspuncte reell und imaginär sein und auch zu- 
sammenfallen können. 

Wenn wir weiter particularisiren und zu der folgenden Form mit 9 Constanten über- 
gehen: 

p2q(p4.xq) + Ai[p+^]2 = o , 
so wird der Wertli von iii ein unendlich Kleines der dritten Ordnung. Es hat die Curve 
alsdann zwei, reelle oder imaginäre, sich dreipunctig osculirende Zweige, wel- 
che in demselben Puucte von dem Kegelschnitte 1^2 ebenfalls dreipunctig osculirt werden. 
P ist die Tangente in diesem gemeinsamen Osculationspuncte , und die beiden übrigen in 
Evidenz tretenden geraden Linien, sind Tangenten , welche , von diesem Puncte aus , an die 
Curve gelegt sind. 

107. Wenn für denselben Punct der Curve drei der vier linearen Functionen unend- 
lich kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten sollen , so müssen sie , indem die ihnen 
entsprechenden geraden Linien eine Tangente der Curve in eben jenem Puncte sind , iden- 
tisch dieselben sein. Wenn alsdann die vierte lineare Function einen endlichen M'erth behalt, 
so wird 1^2 ^in unendlich Kleines der dritten Ordnung, und dann ergibt sich der schon am 
Ende der 101. Nummer betrachtete Fall einer Curve mit zwei sich dreipunctig os- 
eulirenden Zweigen. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , dem die folgende Form mit 8 Constanten . 
entspricht : 

pM + i"(P+^)' = o. 
In diesem Falle wird , weil q für denselben Punct der Curve , für welchen p ein unendlich 

Kleines der zweiten Ordnung ist , ebenfalls unendlich klein wird , Sij ein unendlich Kleines 
von der Ordnung 3|. Dann hat die Curve eine Spitze zweiter Art, welche 
von zwei solchen Zweigen gebildet wird, deren gegenseitige Annähe- 
rung von höchster Ordnung ist. 
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Wir wollen hier nicht mehr auf diejenig^en Ffklle ztirfickkommen , wo der Kegelschnitt 
S22 durch ein System von zwei geraden Linien vertreten wird und haben somit alle mögli- 
chen Arten von Singularitäten berührt, mit Ausnahme derjenigen Fälle, in welchen auf den 
Doppel-Tangenten ein oder beide Beriihrungspuncte, oder in welchen die Doppel - Tangenten 
selbst unendlich weit rticken. 

108. Wenn eine Asymptote der Curve zugleich die Curve berOhrt, so ist sie offenbar 

als eine Doppel-Tangente anzuseheny auf welcher ein Beriihrungspunct unendlich weit gerüdLt 

ist. Hierin liegt die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt eine Hyperbel (oder insbesondere 

' auch eine Parabel) ist und. dass die fragliche Asymptote der Curve einer Asymptote dieser 

Hyperbel parallel ist Diesem Falle entspricht die folgende Form : 

pqrs + fi j (p+»)t + X j 2 = o. *) [131 (1) 

Es ist P die fragliche Asymptote, welche zugleich die Curve berührt und Q, R und S sind 
drei eigentliche Doppel - Tangenten. 

Aus der Particularisation der vorstehenden Form gehen die folgenden Formen hervor: 

p(p+a)rs + fi { (p+7i)t + A 1 2 « o , [12] (2) 

P(P+«)(P+«> + i" I (P+^)t + A p =^ , [llj (3) 

P(P+«)(P+«'Xp+«'') + ^\(r+n)t + Ap = o. [lOj (4) 

In dem Falle der Gleichung (2) hat die Curve einen Doppelpunct , welcher nach der lUch- 
tung von P unendlich weit liegt, oder^ was dasselbe heisst, zwei mit dieser geraden Linie 
parallele Asymptoten. In dem Falle der Gleichung (3) hat die Curve, auf der durch die Glei- 
chung: p+7i = o, dargestellten geraden Linie P in unendlicher Entfernung eine Spitze er- 
ster Art. In dem Falle der Gleichung (4) berühren sich zwei vollständige, reelle^ oder 
imaginäre, Curven - Zweige auf der eben bezeichneten geraden Linie. 
^ Nach neuen Particularisationen ergeben sich die nachstehenden Formen : 

p^rs + fi\(t+n)i + A}2 = o, [11] (5) 

p2(p+a)s + /*{(p+7i)t + Xp - 0, [10 (6) 

p2(p+o)(p+a') 4- fi { (p+»)t + X } 2 = 0, [ 9 ] (7) 

P's + /4j(p+^)t + Ap = o, [9] (8) 

p\p+«) + iu{(p+7i)t + X\^ = o. [8] (9) 

In dem Falle der Gleichung (5) hat die Curve zwei Doppelpu^ncte, von weichender eine 
auf der Linie P, der andere nach der Richtung dieser geraden Linie unendlich weit liegt. 
In den Fällen der folgende beiden Gleichungen ist der unendlich weit liegende Doppelpunct 
einmal eine Spitze erster Art, das andere Mal der Berührungspunct zweier vollstän- 
digen, reellen oder imaginären. Zweige. In dem F.alle der Gleichung (8) hat die Curve zwei 
Spitzen erster Art, von welchen die eine die Linie P zu ihrer Tangente hat, während 
die andere auf der geraden Linie (p+n=o) unendlich weit liegt. In dem Falle der letz- 



*) Der Kürze and Uebersichtlichkeit wegen , ist anmittelbar nach jeder Gleichung die Anzahl ihrer 
Constanten bemerkt. 

Auch ohne die Form jeder einzelnen Gleichung des Textes besonders zu discutiren, ergibt 
sich , nach den yorhergehenden Nummern , ihre geometrische Bedeutung sogleich , wenn wir erwä- 
gen , dass eine Asymptote des Kegelschnittes £1^ als eine Tangente desselben, auf welcher der Be- 
rvihrangspunct unendlich weit liegt, und eine ihr pafallele gerade Linie , als durch diesen Berüh- 
rungspunct gehend, zu betrachten ist Die früher betrachteten Singularitäten sind hiemach, in den 
Fällen der nachstehenden Nummern, bloss auf einem Hyperbel - Zweige unendlich weit geruckt« 
Solche Singularitäten sind übrigens im ersten Abschnitte mit grosser Ausführlichkeit behandelt 
worden. 
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im Gleichuoj^ wird die unendlich weit lieg^ende SpHüie erster Art durch' SBwA' vollstftndige, 
sich b e r tt h r e n d e Curven • Zweige vertreten. * 

109. Wenn auf einer Doppel-Tangente beide Bertthrungspuncte unendlich weit Hegen, so geht 
sie in eine vierpunctig osculirende Asymptote über. Die entsprechende Form ist die folgende : 

pqrs -f- /"|pt+A}2 =«0. [12J (10) 

Neuen Partlcnlarisationen entsprechen die folgenden Formen : 

p(p+«)rs + /tt{pt + Ä-}2 = o; [11] (11) 

P(P+«)(p-H*')s + iujpt + Xp = o, [10] (12) 

P(p-Hc)(P+a'XP+«") + i" { pt + A } ^ = o. [ 9 ] (13) 

Die Curve vierter Ordnung hat in den Fallen dieser drei Gleichungen , 1) zwei parallele 
Asymptoten, von welchen die eine, P, die Curve dreipunctig osculirt, 2) zwei auf P 
in unendlicher Entfernung sich berührende Zweige,, 3) eine gewöhnliche Spitze 
zweiter Art. 

Wenn wir weiter particularisiren , so treten uns die folgenden Formen entgegen: 

p2rs4-iw{pt + A|2 = 0, [10] (14) 

P'(P"Hx)s + /i' {pt 4- ^p = 0, [9] (15) 

p2(p+a)(p+«') + ^{pt + Ap-o, [8] (16) 

p's + iu{pt + ;.p =0, [8] (17) 

PXp+«) + A«{pt + ^P = o. [7] (18) 

In dem Falle der Gleichung (14) bilden zwei in unendlicher Entfernung auf der Asymptote 
P zusammenfallenden Doppelpuncte einen Berühr ungspunct zweier vollständigen, reel- 
len oder imaginären Curven- Zweige. In dem Falle der folgenden Gleichung hat die Curve 
in unendlicher Entfernung auf der Doppel . Asymptote P eine Spitze zweiter Art. In 
dem Falle der Gleichung (16) osculiren sich dreipunctig auf der Doppel -Asymptote 
P zwei vollständige, reelle oder imaginäre, Zweige der Curve. Dasselbe findet Statt in dem 
Falle der Gleichung (17). Diese letzten beiden übrigens identischen Fälle unterscheiden sich, 
was die Darstellungsweise bctriift, bloss darin, dass als die vier zusammengehörigen Doppel- 
Tangenten einmal die Doppel -As)'mptote P, doppell gerechnet, und zwei ihr parallele Tan- 
genten, das andere Mal die Doppel - Asymptote P, dreifach gerechnet, und eine eigentliche 
Doppel - Tangente S genommen worden sind. In dem Falle der letzten Gleichung endlich 
bat die Curve auf der DoppeU Asymptote P in unendlicfaer Entfernung eine Spitze zwei- 
ter Art, welche von zwfi solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen Con- 
tact von der Ordnung 2^ haben. 

110. Es können auch zugleich zwei der vier Asymptoten einer Curve vierter Ord- 
nung ftberdiess die Cun e berühren« Dieser Voraussetzung entspricht die folgende Form : 

Pirs + ^{(p+^)(q+x) + ^j^ = o. [12] (19) 

Wenn auf einer der beiden Doppel- Tangenten auch der zweite Berührungspunct unend^ 
lieh weit rückt, und diese Doppel- Tangente in eine vierpunctig osciilirende Asymptote über- 
geht, so kommt: 

pqrs ^ /ijp(q4-x) + ^p =- o, [11] (20) 

und wenn beide Doppel • Tangenten in vierpunctig oscultr^dfe Asymptoten übergehen: 

pqrs -f^{pq + Xp = o. [10] («) 

Wenn wir die drei vorstellenden Gleichungen in ihrem ersten Gliede particularisiren, so er- 
geben sich mehrfache Formen, deren geometrische Deutung, nach der 108. und 109. Nummer, 
durchaus keine Schwierigkeit diurbietet. Wir wollen hier nur diejenigen dieser Formen be- 
sonders hervorbeben , denen solche Curven entsprechen , welehe auf jeder der beiden Asym- 
ptoten, P und Q, in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct haben.. Dann ergeben sich die 
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folgfenden : 

p(|H-«)q(q+/^ + i"|(p+)e)(q+x) + Ap = o, [lOj (22) 

p'q(q+/^) + ^ { (lH-7i)(q+x) + X\^ = o, [9] (2S) 

p(p+«)q(q+/^ + ^{P(q+*) + xp= o, ' [9] (24) 

p(p+«)q^ + iu{p(q+xj + Xp = o, [8J . (25) 

p'q(q+/0 + ."{P(q+») + ^1' =^ o, [8J (26) 

P(p+«)q(q+/^ + iu{pq + ^P = 0, [8] (27) 

P'^Cq+i^ + /u{pq + Xp = o. [7] (28) 

In dem Falle der Gleichung (22) hat die Curve zti'ei unendlich weit liegende Doppelpuncte 
oder, mit andern Worten, zwei Paare paralleler Asymptoten. In dem Falle (23) ist ein 
Doppelpunct in endlicher Entfernung hinzugekommen , im Falle (24) ist eine Tangente, P, 
des einen Paares eine osculirende. Im Falle (25) verbindet sich Beides. Im Falle (26) hat 
die Curve in unendlicher Entfernung, zugleich mit einem Doppelpuncte, eine Berührung. Im 
Falle (27) hat die Curve zwei Paare paralleler Asymptoten und in jedem Paare eine osculi- 
rende, im Falle (28) ein solches Paar und eine Bertihrung. 

IJJ. Wenn drei der vier Asymptoten einer Curve der vierten Ord- 
nung diese Curve Oberdiess bertthren, so tfaut es nothwendi^ auch die 
vierte Asymptote und dann liegen die Bertthrungspuncte auf diesen 
Asymptoten alle vier in gerader Linie. 

In dieser Voraussetzung hat die Gleichung der Curv« die nachstehende Form : 

pqr» 4- iut^ = o, [11] (29) 

und darin, dass diese Gleichung nur eine einzige Constante weniger hat, als die Gleichung 
(19) der vorigen Nummer , liegt der Beweis der vorstehenden Behauptung. 

Wir wollen bei der Discussion dieser Gleichung , in welcher die vier Asymptoten der 
Curve in Evidenz treten , und der genauem Bestimmung der Natur der unendlichen Zweige 
dieser Curve hier nicht verweilen , weil Mir im ersten Abschnitte uns ausführlich hiermit be- 
schäftigt haben. 

112. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Falle zu discutiren übrig, in welchen 
die Doppel - Tangenten selbst unendlich weit rücken. Gehen wir hierbei wiederum von der 
allgemeinen Form: 

pqrs H- fiQl =s o , 
aus, so wird das unendlich weit Rücken einer solchen Doppel-Tangente da- 
durch ausgedrückt , dass die bezügliche lineare Function auf eine blosse Constante sich re- 
ducirt und also aus der vorstehenden Form versehwindet. Die resultirende Gleichung : 

pqr-f-^fij^o, [12] (1) 

stellt, im Allgemeinen Y eine solche Curve dar, die zwei Systeme parabolischer Asymptoten 
hat , deren Durchmesser - Richtung dieselbe ist , als die Richtung der beiden Asymptoten des 
Kegelschnittes £2^. Diese Gleichung particularisirt sich, indem wir voraussetzen, dass die 
drei Doppel -Tangenten P, Q und R den Asymptoten des Kegelschnittes ß^ entweder alle 
oder theilweise parallel sind oder zusammenfallen. Dann erhalt die Curve statt eines oder 
^tatt beider Systeme parabolischer Asymptoten in unendlicber ' Entfernung einen oder zwei 
singulare Puncto. Wenn sich, um nur zwei Bcispide herrontfuhtben, die vorstehende Glei- 
chung folgendermassen partkularisirt: 

p^ + /i[pt + Xp« 0, m 

p'q 4-/i{pq ^xy «o, ' w 

so h^t die Curve einmal , neben einem Systeme parabdisdber Asymptoten , auf der Linie P, 
in unendlicher Entfemimg, eine Spitze zweiler Art, welche, vo« zwei sokfaen Sebeukeln ge- 
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bildet wird , für welche die Ordnung der Annäherung 2| beträgt , das andere Mal hat sie, 
in unendlicher Entfernung, auf der Linie 0> eine Spitze erster und auf der Linie P, eine 
Spitze zweiter Art. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach in 
unendlicher Entfernung als zusammenfallend zu betrachten sind, so nimmt die Gleichung der 
Curve die folgende Form an: 

pq + iufl| = 0. [10] (2) 

Dann liegen die beiden Doppelpuncte des allgemeinern Falles der 96. Nummer nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes «Q^ unendlich weit und sind, mit' diesen 
Asymptoten, zugleich reell und imaginär; oder mit andern Worten, es hat die Curve zwei 
Paare paralleler Asymptoten. Wenn wir particularisiren, so kommt: 

pq + 4(P+^)t + ^]' = o, [9] 

pq + /4(p+^)(q+^) -f- A]? = o, [8] 

pq + A*[pt + ^r=o, [8] 

pq + i"[p(q+^) + ^]^ = o, [r] 

P(P+tt) + ^'[(p+«)t + X]2 = 0, |8] 

p(p+a) + ^[pt + XY = »• [^] 

Dann hat die Curve, in unendlicher Entfernung, bezüglich einen gewöhnlichen Doppelpuuct 
und eine Spitze erster Art, zwei Spitzen erster Art, einen gewöhnlichen Doppelpunct und 
eine Berührung , eine Spitze erster Art und eine Berührung ; ferner , in den Fällen der bei- 
den letzten Formen, neben einem gewöhnlichen Doppelpuncte einmal eine Berührung, das 
andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art 

Wenn endlich drei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach 
in unendlicher Entfernung als zusammenfallend zu betrachten sind , so ergibt sich die fol- 
gende Form: 

p 4- iußl = o. [8] (3) 

Dann liegen die beiden Spitzen erster Art des allgemeinern Falles der 101. Nummer nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes Sl^ unendlich weit , und sind mit diesen 
Asymptoten zugleich reell oder imaginär. Einer Particularisation entsprechen die folgenden 
Formen : 

p + i"[(p+^)t + X]^ =. o , [7] 

P + /«[pt + A]2 = 0. [6] 

Dann hat die Curve, in unendlicher Entfernung, neben einer Spitze erster Art einmal eine 
Berührung, das andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art 

113. Diejenigen Fälle, in welchen die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente den 
Kegelschnitt Si^^ berührt, fordern, dass dieser Kegelschnitt in eine Parabel übergehe. 
Demgemäss verwandelt sich die Gleichung (1) der vorigen Nummer in die folgende: 

pqr + ii]f} + As]^ = o. [11] 

Dann Mird die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente von der Curve vierpunctig oscu- 
lirt , während P, Q und R eigentliche Doppel - Tangenten geblieben sind. Die Curve selbst 
ist alsdann die (Seite 146) als 138. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählte. Die vor- 
stehende Gleichung particularisirt sich, wenn eine oder mehrere der drei Doppel -Tangenten 
die Durchmesser -Richtung der, den Kegelschnitt ^2 vertretenden, Parabel annehmen. Dem- 
nach ergibt sich: 

pqr + iti[p^ + ^s]2= o,' [101 

p(p-*-a)r + ii{f- + ^sJ2 = o, [91 

p(p+a)(P+« ) + A*[P^ + is] = , [ 8 j 
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und nach Analogie der frfihem Entwicklungen (105) können wir sagen, dass die entspre- 
chenden Curven auf der unendlich weit gerflckten Doppel - Tangente eine Spitze erster Art, 
eine Berührung, eine gewöhnliche Spitze zweiter Art haben. Diese Curven sind aber die, 
als die 140., die 142. (143.) und 144. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählten. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt il^ berühren, so hat 
die Curve zwei , reelle oder imaginäre , sich berührende Zweige. Sind die zusammenfallen- 
den Doppel -Tangenten unendlich weit gerückt, so erhalten wir für die entsprechende Form 
aus der Gleichung (2) der vorigen Nummer die folgende : 

pq + A«[t^ + ^8]2 = o. [9] 

Die bezügliche Curve ist die 142. (143.) Art der Curven vierter Ordnung. Particularisiren 
wir, ähnlich wie eben, so kommt: 

pq + Mp'+ ^sp=o, [8] 

p(p+«) + /^[p^ + As]2 = o. [7J 

Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht die 144. Art von Curven vierter Ordnung, 
der zweiten die 145. (146.) Art In diesem letztem Falle hat die Curve zwei sich drei- 
punctig osculirende parabolische Zweige, mit derselben Durchmesser- Richtung und gleichem 
Parameter. 

Wenn drei Doppel- Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt i?2 berühren, so hat 
die Curve zwei , reelle oder imaginäre , sich dreipunctig osculirende Zweige ; diese beiden 
Zweige werden parabolische, wenn die zusammenfallenden Doppel-Tangenten unendlich weit 
gerückt sind. Dann gibt die Gleichung (3) der vorigen Nummer die folgende Form : 

p + A*[t^ + ^]s^ = o , L^l 

und die bezügliche Curve ist wiederum die 145. (146.) Art Particularisiren wir, nie vor- 
hin, so kommt: 

P + i"[p' + ^8]' = 0. [6] 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve (die 147. Art) hat auf der Parabel 

p2 4. Xg = o 
eine Spitze zweiter Art Es entspricht dieselbe einer nicht unendlich weit liegenden 
Spitze zweiter Art , die von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen 
Contact höherer Ordnung haben. — 

Ich habe länger bei den mannigfach particularisirten Formen verweilt, weil sie für die, 
schon im ersten Abschnitte gemachte Behauptung , dass alle Singularitäten der Curven sich 
auch in unendlicher Entfernung wiederfinden, eine bemerkenswerthe Bestätigung bieten. Wir 
wenden uns nun wiederum zu den allgemeinen Untersuchungen zurück. 

114. Wenn eine Curve der vierten Ordnung, wie sie nur vier Asymptoten hat, auch 
nur vier Doppel - Tangenten hätte , so würde man ihrer Gleichung nur auf einmalige Art 
die Form: 

pqrs + f^iil =» o, 
geben und das System der vier linearen Functionen p, q, r und s, so wie die Function ü^ 
und den Coefiicienten ju, nur auf einzige Weise bestimmen können. Da aber eine solche Curve 
28 DoppeUTangenten bat, so muss die Gleichung derselben so oft die vorstehende Form an- 
nehmen können, als diese 28 Doppel -Tangenten auf verschiedene Artjzu 
vier sich so combiniren lassen, dass alle Combinationen zu drei vor- 
kommen, aber jede derselben nur ein einziges Mal. Die Anzahl der Combi- 

AQ a^ AA 

nationen zu drei beträgt * * und da eine Combination zu vier vier Combinationen 

1 • 2 • 

ZU drei enthält, so ist die Anzahl aller fraglichen Combinationen zu vier dem vierten Theile 
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aller Combiaationen su drei gleich und beträgt biemach: 

2. 3.4 ~ ®^^- 
Auf eben so viele versehiedene Arten lässt sich eine gegebene Curve der vierten Ordnung 
durch eine Gleichung von der Form der Gleichung (1) darstellen. Die Möglichkeit der frag- 
lichen Combinations - Weisen ist hiermit zugleich durch geometrische Betrachtungen er- 
wiesen. *) 



*) Nicht jede Anznhl von Elementen kann in cfer Art zu vier combinirt werden, dass jede Combination 
zu drei ein einziges Mal vorkommt Nennen wir überhaupt die Anzahl der zu cembinirenden Ele- 
mente Pf so muss zunächst 

2 . a . 4 

eine ganze Zahl sein , was aber bloss voraussetzt , dass p eine gerade Zahl ist. Ferner muss, wenn 
wir beliebig irgend ein Element absondern, die Zahl der übrig bleibenden Elemente so beschaffen 
sein, dass sich dieselben zu drei so combiniren lassen, dass in diesen Corobinationen jede Com* 
bination zu zwei vorkommt, aber nur ein einziges Mal. Die Anzahl der Combinationen von 

0(0—1) 
(p'^i) = q Elementen zu zwei betragt aber —7 — ^, und da diese, zu drei genommen, die frag- 
lichen Combinationen zu drei bilden, so muss auch 

'2.3 

eine ganze Zahl sein. Diess setzt voraur^ dass q durch eine der beiden folgenden Formen be- 
stimmt ist : 

^ = 3/1, 7 "* 1 ±= 3n. 

Wenn aber ^ ^Elemente sich in der fraglichen Art zu drei combiniren lassen sollen, so muss, wenn 
wir von diesen Elementeu ein beliebiges absondern, die Anzahl der übrig bleibenden Elemente so 
beschaffen sein, dass sich dieselben zu zwei so combiniren lassen, dass jedes Element in diesen 
Combinatiouen mir ein einziges Mal vorkommt; mit andern Worten, es muss (7 — t) eine gerade, also 
q eine ungerade Zahl sein. Hiernadi particularisiren sich die beiden letzten Form - Bestimmungen 
weiter in die folgenden: 

q = 6/1 -f- 3 1 

y =« 6fi + 1 , 
woraus »ich, ohne weitere Beschränkung, für die Zahl p die nachstehende zwiefache Form- Bestim- 
mung ergibt: 

;y sa 6n -f- 4» 

p =s 6n + 2. — 
Wir können diese combinatorischen Erörterungen, die uns, für den Fall der Combinationen 
zu drei, schon bei der Discussion der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der dritten Ord- 
nung entgegengetreten sind (System, dritter Abschnitt, $. d. , N^ 322), und uns hier fTir deo, 
Fall von Combinationen zu vier beschäftigen , aucli auf den Fall von Combinationen zu mehr als 
vier Elementen ausdehnen und uns zunächst fragen, wie eine Zahl m beschaffen sein mtiss , dass m 
Elemente sich so zu fünf combiniren lassen, dass in diesen CombiDatjonen jede Combraatiun zu 
vier ein einziges Mal vorkomme, (m— 1) muss offenbar dieselbe Form haben, als in dem Vorste- 
henden Pf mithin besteht eine der beiden nachstehen<len Formen: 

m «s 6p +5, 

m s=s 6f> + ^• 
Hier kommt aber die neue Bedingung hinzu, dass 

m(w -l)(m — 2)(iw^3) 
2.3.4.5 
eine ganze Zahl sein muss, welches eine der folgenden Bestimmungea fordert: 
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115. Wir wollen zuvörderst nachweisen und zugleidi/^^claulich nachen, däss die 28 
Doppel- Tangenten einer Curve vierter Ordnung alle reell-#i^ny und dabei alle auch die 
Curve in reellen Pnncten- Paaren berOhren können. 

Wenn sich , indem wir die Form : 

pqrs + ittflj == , (1) 

zu Grunde legen, die drei geraden Linien P, Q und R zu je zwei auf. dem Kegelschnitte 
1Q2 schneiden, so hat nach der 96. Nummer die bezügliche Curve drei Doppdpuncte, welche 
mit diesen Durchschnittspuncten zusammenfallen. Nehmen wir daher insbesondere, indem 
wir uns gewöhnlicher rechtwinkligen Coordinaten bedienen , ffir den Kegelschnitt Qj 9 den 
durch die folgende Gleichung dargestellten Kreis : 

y2 + x(x— 2) = o , 
und für die eben genannten drei geraden Linien die durch die nachstehenden drei Gleichun- 
gen dargestellten: 

p = y+x = o, q=y — x = o, r = x — 1 = o, 

so stellt die obige Gleichung (1) eine Curve der vierten Ordnung mit ^rei Doppelpuncten 
dar, wie auch immerhin die, der vierten geraden Linie S entsprechende lineare Function s 
angenommen werden mag. Von dieser Annahme hangt die nähere Bestimmung der Curve 
vierter Ordnung ab , welche inuner diese gerade Linie S in ihren beiden Durchschnittspuncten 
mit dem oben bestimmten Kreise berührt. Die beiden Bertthrungspuncte können reell und 
imaginär sein. Wir wollen den Fäll hervorheben, dass sie reell sind und dem entsprechend, 

s = X — I 
setzen. Ueberdiess sei , um die Curve voUständig zu bestimmen , ft = — 2. ' Diese Curve 
erhält alsdann, indem sie durch die Gleidiung: 

«4 = (y2_x2j(x_i)(x— i) - 2|y2^ x(x— 2)p =0 C^) 

dargestellt wird , die Gestalt , welche in der 40. Figur stärker ausgedrückt ist Wenn wir 
hiemach die folgenden beiden in eiiie einzige Gleichung zusammengezogenen Gleichungen 
bilden: 

ß« ± « == , (3) 

so verliert die ursprüngliche Curve, indem sie in eine der beiden, durch diese Gleichung 
dargestellten, Curven übergeht, ihre drei Doppelpuncte. Es ist aber klar, dass sie hierbei um 
so weniger, und zwar bis zum Unmerkbaren hin, von der ursprünglichen Form ab- 
weicht , je kleiner x angenonunen wird. Was nun die Unterscheidung der beiden neuen Cur- 
ven unter einander betrifft, so ist klär, dass keine derselben die ursprüngliche schneidet, 
und dass also eine der beiden Curven difse ganz umschlingt, während die andere, welche 
wir hier zunächst betrachten , aus vier von einander abgesonderten Ovalen besteht , welche 
innerhalb der vier, von der ursprünglichen Curve gebildeten, Menisken liegen, und diesen 
bis zum Zusammenfallen sich annähern können. Jedes der vier Ovale hat hiernach seine 



m sr 5n 4" i> 
m «s 5» + 2» 
m Ks 5n -f 3. 
Combluiren wir diese vier Porm - Bestimm iingen der Zahl m mit den beiden frühern, so ergeben 
sich, als einzig möglidi, die folgenden acht: 

m =• 30« +5, m = 30/» + 15, 

m ^ 30/1 + 11 , m = 30/1 + 21 , 

m SÄ 30/1 + 17, m = 30/» -t 2?, 

m = 30/» + 23, /« = 3ü/i + 3. 
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eigene Doppel - Tangente , femer lassen sich dieselben zu zwei auf sechsmalige Weise zusam- 
menstellen, und dann haben je zwei Ovale ner gemeinschaftliche Tangenten. Auf dies* Weise 
ergibt sich , dass die Curve im Ganzen 28 reelle Tangenten hat. 

Was die erstgenannte der beiden Curven betrifft, so hat sie offenbar nur 4 reelle und 
folglich 24 imaginäre Doppel - Tangenten. 

116. Wir können also als Normal - Fall denjenigen betrachten , in welchem die Curve 
28 reelle Doppel - Tangenten hat. Dann lässt sich die Gleichung der Curve 819 Mal auf 
reelle Weise auf die Form der Gleichung : 

pqrs + fiSil = , (1) 

bringen und dann gibt es 819 verschiedene und reelle Kegelschnitte üj , deren jeder durch 
die acht Berührungspuncte auf vier von jenen 28 Doppel - Tangenten geht. Wir wollen zu- 
nächst jetzt diejenigen coordinirten Fälle discuüren , in welchen diese Doppel - Tangenten, 
alle oder zum Theil, imaginär sind. 

Es ist klar, dass, wenn die Curve imaginäre Doppel - Tangenten hat, diese in gerader 
Anzahl vorhanden sind , und dann paarweise durch Gleichungen von der Form der nach- 

stehenden dargestellt werden: 

p' ± p'v^-l =0, 

q' ± q'V— 1 = 0, 

V ± r'V—l = Ol ' 

s' ± S" /— 1 = 0. 

Setzen wir femer: 

so erhalten wir , für die allgemeinste' Form , welche die Gleichung der Curve, in Beziehung 
auf das Imaginäre überhaupt, annehmen kann , die nachstehende : 

(p^+p-/_l)(q'4^-^--l)(r'4-r V— 1)(ä'+s''/-- 1) + (a'+^' V— 1) { ^'2 + ß''»/— 1 1 ' = «• W 
Wenn wir diese Gleichung entwickeln , so muss aus ihr das Imaginäre von selbst ausfallen. 

In Folge hiervon ergibt sich: . 

p'qrs" + p'qt^s' + p'q"r's' + p"q'r's' — [p'q"r"s" 4- p^qT-s- + p"q'V8" + p"q"r"S'{ 

+ /r(ß'5— ß'i) + iU'ß'jß-2 = 0, (3) 

und dann erhalten wir für die* Curve die nachstehende Gleichung: 

p'q'r's' — { p'qr^s" + p'q'rs" 4- p"qr8" 4- p'q'l"'s' + p'q'r's' + p'q'r's' } + p"q'r's" 

+ ^'(ß'J-fl'il) — ^"/2'2ß"2 = 0. ' (4) 

Wir bemerken zugleich , dass dieselbe Curve, welche alsdann durch die Gleichung (2) dar- 
gestellt wird , auch durch folgende Gleichung dargestellt werden kann : 
(p'-p V— l)(q'— q V— l)(r'-r V— 1)(8'-8' V-1) + (/^'— M V— 1) \ ß'2— Q":/-! j ' = <>. (^) 
denn beide Gleichungen redudren sich, in Folge der identischen Gleichung (3) , gleichmässig 
auf die Gleichung (4). Die 28 Constanten der Gleichungen (2) und (5) reduciren sich , in 
Folge der identischen Gleichung (3) um 14 ; so dass nur noch die 14 nothwendigen übrig 
bleiben. Eben so viele Constanten verbleiben also auch der Gleichung (4). 

Weil die Gleichung (3) eine identische ist , so stellen die beiden Gleichungen : 
p'qrs" + p'qr's' + p'q 'r's' + p"q'r's' — { p'q"r"s" + p"q'r"8" + p"q"r's" + p"q"r"s' j = o, (6) 

wie je zwei andere , welche wir durch eine beliebige Zerlegung derselben erhalten , iden- 
tisch dieselbe Curve dar. Die Form der zweiten dieser Gleichungen zeigt, dass diese Curve 
in ein System von zwei Kegelschnitten ausartet, deren immer reelle Gleichungen die folgen- 
den sind: 2fi'£i'2 — {/i'±/0*'^^4/t"0jß"2 = 0. 
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117. Wenn die drei ersten Doppel-Tangenten reell sind, so ist es 
die zugehörige vierte ebenfalls. 

Es folgt diess schon daraus , dass , wenn die Form : 

pqr(s +s V— 1) + (iw'+/« V— 1) { ü'l + ß"|/— 2 } ^ = o , 
möglich wäre, diese Form, nach der vorigen Nummer , die folg^de bedingen würde: 

pqr(s'— sV— 1) + 0*'— /uV— iXß'J— ß"5/— Ij^ = o. 
Dann würden also mit denselben drei reellen Doppel - Tangenten P , Q und R zwei ver- 
schiedene imaginäre Doppel -Tangenten als vierte zusammengehören , was unstatthaft ist. 

Wir können uns von demselben Resultate auch direct überzeugen. Denn derjenige Ke- 
gelschnitt, welcher durdi die (reellen oder imaginären) Berührungspuncte auf drei redien 
Doppel - Tangenten geht , ist nothwendig reell , wonach in dem fraglichen Falle , neben p", 
q" und r" auch Si'2 identisch gleich Null ist, und also die identische Gleichung (8) in die 
folgende sich vereinfacht: 

p'qrs" + fi^Sfi = o. 
Diese Form kann , weil p', q', r gegebene , von einander verschiedene , lineare Functionen 
sind , nicht apders befriedigt werden , als wenn das zweite Glied derselben , durch das Ver- 
schwinden des Coefilcienten fi^'y ausßült Der Bedingung: 

, p'q'rs" = 0, 

kann aber nur dann Genüge geschehe|i , wenn auch die Function s" identisch gleich Null ist, 
das heisst , wenn auch die vierte Doppel - Tangente reell ist 

Wenn wir in der letzten Erörterung 

pq = (p'+pV~1Xp'-PV-1) = (P'^P"') 
setzen, so gelangen wir unmittelbar zu dem neuen Resultate, dass zu den beiden ima- 
ginären Doppel-Tangenten desselben Paares und irgend einer dritten 
reellen Doppel-Tangente, eine vierte gehört, die ebenfalls reell ist 

118. Zu zwei imaginären Doppel-Tangenten zweier verschiedenen 
Paare und einer dritten Doppel-Tangente gehört, als vierte, eine sol- 
che, die ebenfalls reell ist 

Wir wollen für die beiden imaginären Tangenten die beiden folgenden nehmen : 

r + P V-1 = o , q' +. qV-1 = o ; 

und , der dritten reellen entsprechend , r' = o setzen ; dann rauss , indem wir in Beziehung 
auf das Imaginäre die allgemeinste Form beibehalten , die Gleichung : 

r' I p'q's" + p'q's' -f p"q's' — p"q"s" | = o , 
in welche alsdann die Gleichung (6) übergeht, entweder ein System von zwei Eqrdsdinitten 
darstellen , oder identisch gleich Null werden« Letzteres kann nie der Fall sein. Ersteres 
fordert , dass der eingeklammerte Ausdruck des dritten Grades ein^ linearen Factor erhatte, 
wie auch die, als gegeben zu betrachtenden, vier linearen Functionen p', p", q' und q'' be- 
stimmt sein mögen. Diess geschieht mar dann , wenn s" ^ o , und hiemaeh kommt : 

rs'|p'q' + p"q'| =0. 
Es ist also erwiesen , dass die vierte zugehörige Doppel - Tangente nothwendig reell ist. 

119. Da endlich, wie eben bewiesen worden ist, zu zwei imaginären und einer reellen 
Doppel - Tangente , niemals eine dritte imaginäre Doppel -Tangente gehören kann, so kann 
auch zu drei imaginären Doppel - Tangenten drmer verschiedenen Paare niemals eine reelle 
Doppel - Tangente gehören. Der folgende Satz ist Hiermit bewiesen. 

Drei imaginäre Doppel - Tangenten dreier verschiedenen Paare 

fordern eine vierte imaginäre Doppel - Tangente eines vierten Paares. 

Eine Bestätigung dieses Satzes erhalten wir auf directem Wege , wenn wir zmt allge- 

32 
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meinen Gleichung (6) zurückstehen , und in dieser Gleichung , den drei ersten Doppel - Tan- 
genten entsprechend , p', p", q' q'', r' und t* als gegeben betrachten. Diese Gleichung stellt 
alsdann überhaupt eine Curve der vierten Ordnung dar, Molche von 14 Constanten ^tbhängt. 
Soll diese Gleichung ein System zweier Kegelschnitte darstellen, so müssen wir, damit die 
Constanten sich auf 10 reduciren, über vier Constanten disponiren können. Diese finden 
wir in den vier Coustanten der beiden linearen Functionen s' und s". Aber s" kann nicht 
identisch gleich Null sein. Denn alsdann käme: 

8' { p'qr' + pq r -f p"qr — p^q'r' } = o. 
Die umklammerte Function ist von s' ganz unabhängig; es kann also auch bei keiner be- 
sondern Bestimmung derselben , die vorstehende Gleichung in zwei Gleichungen des zweiten 
Grades sich auflösen. Es kann auch die vorstehende Gleichung nicht identisch gleich Null 
werden, denn dann müsste, neben s", auch s' identisch gleich Null sein, was unstatthaft ist. 
Also ist auch die vierte Doppel - Tangente nothwendig imagin<1r. 

120. Zu zwei reellen Doppel-Tangenten und einer imaginären gehört 
eine zweite imaginäre. Die beiden imaginären Doppel-Tangenten ge- 
hören entweder demselben Paare oder zwei verschiedenen Paaren an. 

Wenn R und S die beiden reellen Doppel - Tangenten sind , so geht die Gleichung (6) 
M'ie in der 117. Nummer, in die folgende über: • 

r'«'(p'q"+p"qO ^ , 

und zerfällt von selbst in zwei Gldchungen des zweiten Grades. Sie wird dann identisch 
gleich Null , in welchem Falle der Kegelschnitt iii reell ist, wenn : 

q' = p', q'=- P'\ 

wo alsdann den beiden imaginären Doppel - Tangenten der folgende reelle Factor des zwei* 
tea Grades entspricht: (p'^ + P"^)* 

121. Wenn wir zusammenfassen ^ so sind also die folgenden sechs Formen die einzig 
möglichen : . 

pqrs + iußj ^ , 

(p'^p"2Xq"+«"') + fiß? = o, 

(p'+pV~l)(q'+qV-l)rs + (/i'+iuV-l){fi':+ß'V-ip = o, 

(P'+PV-l)(q'+qV-l)(r-'+r"^) -f- (/t'+^"/-l)}ß'24fl'^v^-l {' = o, 

^ (p'+p"/'-l)(q'+q'V-l)(r'-fr"/'— iXs'-fs"/—!) + (^'-^fi'V-l) \ ß'^+i? V-1 }' = «• 

122. Wir haben bereits nachgewiesen , dass die 28 Doppeltangenten einer Curve vier- 
ter Ordnung alle reell sein können. Indem wir von diesem Falle, als Normal-Falle, ausge- 
hen^ überzeugen wir uns leicht, dass, wenn eine von diesen Doppel - Tangenten imaginär 
wnrd , überdiesB nicht bloss eine zu'eite , sondern dass dann eine grössere Anzahl von Dop- 
pel . Tangenten imaginär wird. Die zu erörternde Frage ist hiernach die folgende: 

Wie gross ist die Anzahl derjenigen Doppel-Tangenten einer Curve 
vierter Ordnung, welche imaginär sein können? 

Wenn wir die früher schon näher bestimmten 819 Comibinationen der 28 Doppel -Tan- 
genten zu vier hinschrieben (ums hier nicht wohl ausführbar ist), so sähen wir sogleich, 
dass ein Paar imaginärer Doppel - Tangenten zugleich mehrere andere Paare imaginärer 
Doppel-Tangenten fordert, und nach dem Satze der letzten Nommern könnten wir alsdann' 
die Anzahl derjenigen DoppeU Tangenten, die, nothwendiger Weise, zugleich imaginär wer^ 
den müssen , bestimmen. Auf diese Weise werden wir finden , dass , wenn überhaupt imagi- 
näre Doppel - Tangenten vorhanden sind, die Anzahl derselben wenigstens zwölf beträft. 
Dass diese sich paarweise zusaaunenordnen , ist von selbst klar. 
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Aber eine indiivcte Betrachtung (iberhebt ms «liesen Entwickluni^en. Es ist nemlich 
nRlenbsr , dass , wenn anter den S8 reellen Doppel-Tangenten irgend eine Anzahl paarweise 
imaginär «erden s«ll , sie auvur paarweise zusammenfallen nnss ; und dass diese Doppel- 
Tangenten offenbar dann nieht imaginär werden können, wenn es nicht mfiglich ist, dass sie 
paarweise zusammenfallen. Es ksnoen zwei Doppel - Tangenten aber nur dann zusammen- 
fallen, wenn die Cnrve einen Doppetpunet erhttit; dann aber fallen notbwendig zwölf Dop- 
pel-Tangenten zugleich paarweise zusammen, wobei sie imA die sechs, von dem Doppel- 
pnncte aus, an die €urve gelegten Tangenten, welche, des Doppelpunctes wegen, doppelt zu 
zahlen sind, vertreten werden. Es gibt also auch, wenn nberhanpt imaginäre 
Doppel-Tangenten vorhanden sind, deren wenigstens zwttlf. 

Die Anzahl der (ibrigbleibenden reellen Dopp«! - Tangenten beträgt hiemach 16. Diese 
müssen, weil je drei reelle Doppel -Tangenten eme einzige vierte fordern, unter sich 

' ' = 140 Combinationen zu vier bilden. Diese sind in dem folgende» Schema zu- 
sanunengestellt, wobei wir die 16 reellen Doppel - Tangenten durch; 

P, Pi, 'j, Pi, 0, Ol, Ol, Oj, 1, *!, »!, «s, S, Si, Sj, S,, 
bezeichnen. 



1 
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WenD^ ausser den sechs Paaren svsaHyMenCallender Doppel-TaiigeateD, noch ein sieben- 
tes Paar solcher Doppel-Tangenten vorhanden sein soll, so wird dadurch bedingt, dass die Curve, 
neben einem ersten Doppelpuncte noch einen zweiten habe. Dann ' aber hat die Curve zehn 
Paare zusammenfallender Doppel - Tangenten (zweimal vier von diesen fallen in die zweimal 
vier Tangenten , welche , von den beiden Doppelpuncten aus, an die Curve sich legen lassen, 
und zwei fallen unter sich und mit derjenigen geraden Linie , welche die beiden Doppelpun- 
cte verbindet, zusammen). Hiernach erg^t sich der folgende Satz: 

Wenn also eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpuncte eine 
eigentliche imagin&re Doppel-Tangente hat, so hat sie deren wenig- 
stens vier Paare und behalt also höchstens acht reelle Doppel^Tangenten. 
An diesen Satz sdieint sich sogleich der folgende anzuscUiessen. 
Wenn eine Curve vierter Ordnung mehr als sechs Paare imaginärer 
Doppel- Tangenten hat, so hat' sie deren wenigstens zehn und behalt 
also höchstens acht reelle Doppel-Tangenten. 

Wir können uns van der Richtigkeit des ersten Salzes direct flberzeugen , wenn wir, 
auf einem Wege, der oben schon für den allgemeinen Fall angedeutet worden ist, von dem 
vorstehenden Schema ausgehen. Wir wollen annehmen, es sei S3 eine imaginäre Doppel- 
Tangente. Dann fordert die 4. Combination (117, 119), dass überdiess bloss eine der drei Dop- 
pel •Tangenten S, Sj , S2 oder dass alle drei zugleich imaginär sind. In der letztern Vor- 
aussetzung fordern die Combinationen 41 — 76, dass die Doppel-Tangenten jeder einzelnen der 
drei ersten Grappen alle vier reell oder aHe vier imaginär sind ; und hiernach die Combi- 
nationen 77 — 140 , dass nur die Doppel-Tangenten einer einzigen der eben genannten Grup- 
pen, oder dass die Doppel - Tangenten dieser Gruppen alle drei imaginär sind. Also bringt 
in dieser Voraussetzung das Imaginär - Werden von S3 mit sich, dass wenigstens acht 
Doppel-Tangenten imaginär werden. In der andern Voraussetzung, dass S3 und S2 imaginär 
und S2 und S reell sind, fordert die 76. Combination, dass entweder R, oder R2, oder 
nur eine dieser beiden Doppel - Tangenten imaginär seL Es sei demnach R2 imaginär und 
Ri reell. Dann fordert die 65. Combination, dass R reell, die 67. dass R3 imaginär ist. 
Hiernach bieten die Combinationen 65 — 76 nichts Unmögliches dar. Auf gleiche Weise folgt 
aus den Combinationen 53—64 , dass von den vier Doppel - Tangenten Q , Q^ . Q2 und Q, 
und aus den Combinationen 41—52 , dass von den Doppel-Tangenten P, P^, Pz und P3 zwei 
reell und zwei imaginär sind. In dieser zweiten Voraussetzung sind also von den acht Paa- 
ren von Doppel - Tangenten vier reell und vier imaginär. 

123. Wenn die vier Paare Doppel - Tangenten bevor sie imaginär werden , zusammen- 
fallen , so erhält die Curve zwei Doppelpuncte und die Zahl der eigentlichen Doppel • Tan- 
genten redocirt sich auf die folgenden 8 : P , Px , P2 > P3 . Q » Qi ^ Q2 , Q3 . Diese bilden 

S 7.6 

^' Q 2 = ^^ Combinationen zu vier , Ziemlich die Combinationen 1 — 2. und 5—16. des Sche- 
mas der 122. Nummer. Setzen wir voraus , dass eine der 8 Doppel - Tangenten , etwa Q3 
imaginär sei, so ist es nothwendig eine zweite Doppel -Tangente der zweiten Combination 
ebenfalls. Fttr diese können wir Q^ nehmen. Diese beiden imaginären Doppel -Tangenten 
sind aber nicht die einzigen. Die 16. Combination fordert nemlich , dass entweder von den 
drei Doppel- Tangenten P2, P^ und Qj nur eine einzige, oder dass alle drei, neben Q3 und 
Q2/ imaginär werden. In der letzten Annahme sind nothwendig alle Doppel - Tangenten 
imaginär, denn nach der 2., 6. und 7. Combination sind es bezüglich Q, P und P3. Wenn 
eine der drei Doppel -Tangenten P2 oder Pj oder Q^ allein imaginär ist, so sind von den 
obigen 8 DoppeUTangenten vier imaginär. Wenn nemlich bloss Qx imaginär ist, so ist es zu- 
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vörderst^iiach der 2. Combinatioa auch Q, und daaii sind nothwendig mit P2 und Pj zugleich 
auch P und P3 reell. Wenn P2 imaginär ist und P^ und Qx reell bleiben, so ist, nach der 
2. Combination, auch Q und hiernach, der 7. Combination gemäss, auch P, reell. Dann 
kommen in jeder der fraglichen Combinationen xwei reelle und zwei imagmäre Tangenten 
vor. Die folgoiden beiden Sätze sind hiernach als bewiesen anzusehen. 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung zweiDoppelpunctehat, so be- 
trägt die Anzahl ihrer reell en Do p'pel-Tan gen ten entweder acht oder vier. 

Ich verhehle mir nicht, dass die Frage, wie viele von den 28 Doppel -Tangenten einer 
Curve der vierten Ordnung imaginär werden können , in dem Vorstehenden noch nicht voll- 
ständig erledigt ist, und dass subtile Bemerkungen sich daran ankntipfen Hessen. Es ist 
mir indess wahrscheinlich, dass, in der Voraussetzung, dass die Curven der vierten Ordnung, 
ihre Allgemeinheit behalten, nur die folgenden fiOnf coordinirten Fälle Statt finden können, 
1) alle Doppel - Tangenten reell , 2) 16 reell und 12 imaginär , 3) 8 reell und 20 imaginär, 
4) 4 reell und 24 imaginär, 5) alle imaginär. Weiter kann ich hier nicht gehen, weil es 
mir nicht gestattet ist Constructionen beizufügen und weil es, ohne geometrische Anschauung, 
schwer ist, in genauere Discussionen uns einzulassen, ohne dass wir uns der Gefahr zu irren 
aussetzen. Ueberdiess würde uns die Discussion der untergeordneten Arten von Curven der 
vierten Ordnung, in Beziehung auf Doppel - Tangenten , hier viel zu weit führen. — 

124. Die 28 Doppel -Tangenten stellen sich paarweise so zusammen, dass mit jedem 
Paare 13 andere Paare zusammengehören. Wenn hiernach mit dem Doppeltangenten -Paare 
P und Q insbesondere die beiden Paare R und S , T und U zusammengehören , so wird 
dieselbe Curve durch jede der folgenden beiden Gleichungen dargertellt : 

pqrs + /ißf = o , 

pqtu + iu'ß'J = o. 

Diese beiden Gleichungen sind also identisch dieselben, oder werden wenigstens, wenn wir 

eine dieser Gleichungen mit einem gehörig bestimmten constanten Coefficienten multipliciren, 

identisch. Wir wollen dieselben hier als solche betrachten, dann kommt: 

pil(rs-tu) = iu'ß I - fiül , 

Diese beiden Gleichungen können, indem wir durch x einen constanten Coefficienten bezeich- 
nen , in die folgenden beiden sich auflösen : 

xpq = /iu'.fi'^ ± V'A^.'Ö:, 
rs — tu = 3fj//e'.fi'2 T /'iu.ßjj. 
Die erste dieser beiden identisclfen Gleichungen wird dadurch bedingt, dass die Kegel- 
schnitte Si} und ^2 9 beide , durch die beiden Berührungspuncte auf jeder der beiden 
Doppel - Tangenten P und Q gehen. Die zweite Gleichung drückt aus, dass durch die Durch- 
schnitte der beiden andern Doppeltangenten - Paare ein Kegelschnitt sich legen lässt, welcher 
zugleich durch die Durchschnitte von il^ und i^^ , also durch die Berührungspuncte auf P 
und Q , geht Der hiermit bewiesene Satz ist der nachstehende. 

M'enn wir ein Paar Doppel -Tangenten einer Curve der vierten Ord- 
nung mit irgend zwei andern zugehörigen Paaren zusammenstellen, 
so geht derselbe Kegelschnitt durch die vier Berührungspuncte auf 
den Doppel-Tangenten des ersten Paaros und die vier Durchschnitts- 
puncte der beiden Doppel-Tangenten des einen mit den beiden Doppel- 
Tangenten des andern zugehörigen Paares. 

In die Discussion dieses Satzes wollen wir hier nicht eingehen. 
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Seite 21 haben wir, um zur Gleichung (3) zu gelangen, den Ausdruck 
auf die folgende Fom^ gebracht:: 

(p+o)0o— m + rßn— m— I . 

Wir sind aller algebraischen Substitutionen überhoben, wenn wir erwägen, dass der erste 
Ausdruck, wenn wir ihn gleich Null setzen, eine solche Curre darstellt, welche eine Asym- 
ptote hat, die mit der geraden Linie P parallel ist und im zweiten Ausdrucke in Evidenz tritt. 

Bemerkungen zum ersten Paragraphen des zweiten Abschnittes, ins- 
besondere zur 17. Nummer. 

In dieser Nummer haben wir 19 verschiedene Fälle von dreifachen Puncten mit drei 
zusammenfallenden Tangenten aufgezählt ; wobei wir diese Aufzählung bis zu dem Falle, dass 
drei vollständige Curven- Zweige, welche alle zugleich ihre gemeinsame Tangente dreipun- 
ctig osculireu, den dreifachen Punct bilden, ausgedehnt haben. Diese verschiedenen Fälle 
treten in den folgenden 19 Gleichungen unmittelbar in Evidenz, wobei P diejenige gerade 
Linie ist, in welcher die drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen. 

-6) 

r) 

— 8) 

- 8) 

— 9J 

- 9) 
-10) 

-11) 
—12) 
—10) 

—11) 
-12) 
-13) 
-14) 

-11) 
-12) 

-»-13) 
—14) 
-15) 



p» + .2i = o, 

P' + P-3 + -s = o, 

p' + p^^, +^5 = 0, 

p' -i- f[2,+2,] + Jft = , 



,3 



p' + f^2, + f^i + 26 



p' -I- p(23-|-2i+^s] + 2, = 0, 

R' + r^l + P[^4+^sl +^7 = 0, 
P' + Pl^i+^jJ + p^s + ^7 = , 

V'[i+2,-] + f^S, + p^s + i-, = , 

P' + pP3+-4+^5+-6l + ^ = 0, 

p' -I- f^2, + f[Sr¥Ss+If,] + li = o, 

P' + PH-J+^sI + P[^5+^l + ^8 = 0, 
ni+^z] + P'^3 + P[-^5+^6] + ^« = , 
P'[l+^rl + P^[^3+^4] + pJ6 + ^8 == 0, 
P* + p[334-5H-J5+.^+:^7] + I.) = 0, 

P' + V'^Z + V[^*+^i+^6+^7] + ^9 - 0. 
p» + p'[^+:f3j + p[J5+^+^7l + i-, - O. 
p'[l+2,] + pJ^3 + p[V5^.^+J,J + r, = 0, 

p'[i-f-:s,l + t'[s,+i,] + tl^+^i] + ^ = 0. 

Diese Gleichuhgen stellen Curven der niedrigsten Ordnung dar, welche Überhaupt einen 
Punct der fraglichen Art haben können ; wenn die Curve von einer htthem , n. Ordnung sein 
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soll, so brauchen wir bloss alle Glieder, bis Sn einschliesslich, hinzuzufügen. Nach jeder 
Gleichung ist die Anzahl der Constanten bemerkt, welche eine Curve von beliebiger Ord- 
nung dadurch verliert, dass sie einen dreifachen Punct der fraglichen Art erhält. 

Die vorstehenden Formen finden in sich selbst ihre Rechtfertigung. Ein paar Beispiele 
mögen genügen. Die verschiedenen Symbole 2 haben hier dieselbe Bedeutung, die wir ihnen 
tiberall beigelegt haben : sie stellen homogene Functionen zwischen p und einer zweiten linea- 
ren Function dar und die angehängte Marke bezeichnet den Grad. Für Nachbarpuncte des 
dreifiachen Punctes ist überhaupt der Werth von 2g ein unendlich Kleines der g. Ordnung 
und kann also ohne Weiteres gegen den Werth solcher Functionen, deren Grad ein geringe- 
rer ist, vernachlässigt werden. Um hiernach die Natur der unendlichen Zweige in der Nähe 
des dreifachen Punctes annäherungsweise darzustellen, ergeben sich, wenn wir uns darauf 
beschränken, die Fälle. XVII und XVIII beispielsweise hervorzuheben, die folgenden beiden 
Gleichungen : 

P{p' + P-2 + ^5J +^9 = 0, (1) 

P{P'+ P-^ + ^5} + ^= 0. (2) 

Wir sehen zuvörderst, dass die Curve in beiden Fällen, dem ersten Factor p entsprechend, 
einen Zweig mit einer vierpunctig osculirenden Tangente hat. Für Nachbarpuncte auf die- 
sem Zweige ist p ein unendlich Kleines der (9 — 5). Ordnung, die Ausdrücke in den Klam- 
mern reduciren sich hiernach auf ihr letztes Glied , und somit stellt die Gleichung: 

p2^5 + 2^ = , 
in erster Annäherung den fraglichen Zweig dar. 

Wenn wir uns nun zuvörderst zur Gleichung (2), so ist leicht einzusehen, dass wir 

das mittlere Glied des umklammerten Ausdrucks vernachlässigen können. Zu diesem Ende 

brauchen wir bloss diesen Ausdruck, der in Beziehung auf p quadratisch ist, in seine beiden 

Factoren des ersten Grades zu zerlegen. Es vereinfacht sich also die Gleichung (2) in die 

folgende: 

P{P' + -5} + iSj = o, 
und nun springt in die Augen, dass die beiden übrigen Zwefge, die den dreifachen Punct 
bilden, durch eine solche Spitze erster Art vertreten werden, die annäherungsweise durch 
folgende Gleichung dargestellt wird: 

p2 + J5 = o. 
Im Gegensatze mit dem eben besprochenen Falle, darf in der Gleichung (1) das mitt- 
lere Glied der Klammer nicht vernachlässigt werden; schreiben wir daher diese Gleichung 
unter der Form: 

P{P(P+^) + -5| +^9 = 0, 

SO springt in die Augen , dass ein zweiter Zweig der bezüglichen Curve annäherungsweise 
durch die Gleichung: 

P + - i = , 
dargestellt wird und also ein gewöhnlicher ist, während fUr Puncto des andern, damit ^5 in 
der Klammer aufgewogen werde, p ein unendlich Kleines der (5-2) = 3. Ordnung sein 
muss. Dieser Zweig, mit einem Wendungspuncte , wird alsdann, indem wir p gegen 2^ ver- 
nachlässigen, annäherungsweise durch die folgende Gleichung dargestellt: 

p3| + 2*5 = o. 
Das Characteristische des Unterschiedes der beiden Gleichungen (1) und (2) liegt darin, 
dass die Marke des mittlem Gliedes eine solche Zahl darstellt, die einmal kleiner, das an- 
dere Mal grösser ist als die Hälfte der, der Marke des letzten Gliedes entsprechenden Zahl. 
Dazwischen liegt derjenige Fall , für welchen der XVI. Fall ein Beispiel bietet. Hier stellt 
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die Gleidiang : 

P' + p2j + 5i =o, 
das System zweier Zweige dar, welche beide mit ihrer gemeinschaftliehen Tangente einen 
Contact von gleicher Ordnung, hier insbesondere einen gewöhnlichen, haben. 

Nadt diesen Bemerkungen können wir ohne Sdiwierigkeit die allgemeinen Formen der 
Gleichungen von Curven mit einem vielfachen Puncto hinschreiben. Die folgenden Formen 
entspredien solchen vierfachen Puncten , deren Tangenten alle vier zusammenfallen, und sind 
so weit fortgeführt bis in dem entsprechenden Falle , der fragliche Punct durch vier vollstän- 
dige , sich berührende Zweige gebildet wird. Nach jeder Gleichung ist die Anzahl .der Con- 
stanten bemerkt , welche die bezügliche Curve eingebfisst hat. 

-11) 
-12) 
—13) 
-13) 

-14) 
—15) 
-14) 
-15) 
-16) 
—17) 
-17) 



I. 

U. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

vu. 
via. 

IX. 

X. 

XI. 



p 
p 
p 
p 



p 
p 



p 
p 
p 
p 



+ ^s = o, 

+ pli + ^ = 0, 



i2T 



•V, 






.2'^ 



O, 



+ p^-:3 + p-25 + -27 = o , 
4- f^Iz + f2s + St = Oy 

+ p(:5,+^5+^6) + ^8 « 0, 

+ P'-3 +P(^5+^) + ^8 = 0, 

+ P'(^3+5|) + p^ + ^8 = O , 

+ p2(j3+j4+j5) + :5i = o, 
+ f'^ + p'-24 + p:^ + ^ : 

lu den Falle 1 wird der vierfache Punct {gebildet durch einen einzigen Zweig ; in den Fallen 
II, IVy VI, Vn und Vin durdi einen einzdnen Zweig mit dreifachem Puncte und einem zwei- 
ten einfachen Zweige , in den Fallen V und IX aus einer Spitze erster Art und zwei einfa- 
chen Zweigen y in den Fällen III und X durch zwei Spitzen erster Art und endlich im Falle 
XI durch vier einfache Zweige. 

Hier , wie überall in unserer Darstellungsweise, kifipft sich an die analytische Form 
unmittelbar die geometrische Bedeutung, so wie, umgekehrt, für alle geometrischen Beziehun- 
gen sich unmittelbar die analytische Ausdrud^sweise findet. 



Bonn, gedruckt bei Carl Georgi. 
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